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❏❡ ❞é❞✐❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ à ♠❛ ♣ré❝✐❡✉s❡ ❣r❛♥❞✲♠èr❡ ❙✐♠♦♥❡✱ à ♠❡s très
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q✉✐ ♠✬♦♥t ❡♥t♦✉ré✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é✱ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧✬❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❧♦♥❣✉❡s ❛♥✲
♥é❡s ❞✬ét✉❞❡✳ ❯♥❡ t❤ès❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉✐
♠❡♥❡♥t ❛✉ t✐tr❡ ❞❡ ❞♦❝t❡✉r✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ t♦✉t ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛✈❛♥t✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠❡s ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ❧✬é❞✉❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ s♦✉t✐❡♥ q✉✬✐❧s ♦♥t s✉
♠✬❛♣♣♦rtés✱ ❡t ❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦r♣s ❡♥s❡✐❣♥❛♥t q✉✐ ♠✬❛ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ♣♦rt❡s ❞❡ ❝❡s ❛♥♥é❡s
❞❡ t❤ès❡✳
➚ ♣rés❡♥t✱ ❥❡ t✐❡♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❞✐r❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❖❧✐✈✐❡r ❋ré❝♦♥ s❛♥s
q✉✐ ❧❛ ❝♦♥❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❡✉ ❧✐❡✉✳ ❏❡ ❧✉✐ r❡♠❡r❝✐❡ ❞✬❛✈♦✐r
❛❝❝❡♣té ❞❡ ♠✬❡♥❝❛❞r❡r ❡t ♠✬✐♥✐t✐❡r à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❡t ❝❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♠❛st❡r ✷✳ ■❧ ❛ été
♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ ❡♥❝❛❞r❛♥t✱ ❡♥ ❥✉❣❡r ♣❛r s❛ ♣rés❡♥❝❡ r❡❣✉❧✐èr❡ ❛✉ s✉✐✈✐ ❞❡s
tr❛✈❛✉①✱ s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱ ❡t s✉rt♦✉t s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡✳ ❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧❡ ❢r✉✐t ❞❡
❝❡tt❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❀ ❥❡ ❧✉✐ ❡♥ s✉✐s très ré❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✳
❈✬❡st ♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥ ❤♦♥❡✉r q✉❡ ●r❡❣♦r② ❈❤❡r❧✐♥ ❡t ❋r❛♥❦ ❖❧❛❢ ❲❛❣♥❡r ❛❝❝❡♣t❡♥t
❞✬êtr❡ ❧❡s r❛♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❀ ❥❡ ❧❡✉r ❞✐s ♠❡r❝✐✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❆❜❞❡rr❛③❛❦ ❇♦✉❛✲
③✐③ ❡t ❚✉♥❛ ❆❧t✐♥❡❧ ❡♥ ❧❡✉r q✉❛❧✐té ❞✬❡①❛♠✐♥❛t❡✉r✳
❏❡ ♣♦✉rs✉✐s ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t t♦✉t❡ ♠❛ s✐♥❝èr❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ P♦✐✲
t✐❡rs ❡t ❛✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬ét✉❞❡
q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❛❝❝♦r❞é ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ P✐❡rr❡ ❚♦r❛ss♦ q✉✐ ❛
♣❡r♠✐s ♠♦♥ ❛rr✐✈é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✉♥✐✈❡rs✐té✳ ❏❡ ♥❡ s❛✉r❛✐ ❛ss❡③ r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡ ♣❡r✲
s♦♥♥❡❧ ✐t❛✴✐❛t♦s ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ✿ ❇r✐❣✐tt❡ ❇r❛✉❧t✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ▼♦♥❣✐♥✱ ❇❡♥♦✐t ▼étr♦t
♣♦✉r t♦♥ ❛✐❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬♦✉t✐❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ◆❛t❤❛❧✐❡ ▼❛r❧❡t ❡t ❏♦❝❡❧②♥❡ ❆tt❛❜
♣♦✉r ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❜✐❜❧✐♦t❤é❝❛✐r❡ ✭❉✐❡✉ s❡✉❧ s❛✐t ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❢♦✐s ❡❧❧❡s ♦♥t été ❞✬✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡♥ ❣♦♠♠❛♥t ♠❡s r❡t❛r❞s ❞❡ ♣rêt✮✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t P❛✉❧
❇r♦✉ss♦✉ss ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉✱ P♦❧ ❱❛♥❤❛❡❝❦❡ ♣♦✉r s❛ s②♠♣❛✲
t❤✐❡ ❡t s❛ ♣rés❡♥❝❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❞❡❝♦✉✈❡rt ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡
❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❥❡ ✈❡✉① ♣❛r❧❡r ✐❝✐ ❞❡ ♠❡s ❛♠✐s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❡t ❞♦❝t❡✉rs ❀ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥✲
ç❛♥t ♣❛r ❝❡✉① ❞❡ ♠♦♥ ❜✉r❡❛✉ ❥❡ ❞✐s ♠❡r❝✐ à ❍♦✉ss❛♠ ♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t ❜♦♥♥❡
❤✉♠❡✉r✱ à ❇r✐❝❡ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t ❝♦♥♥✉ ❞❡♣✉✐s ♠♦♥ ❛rr✐✈é❡✱ à ❍✉ss❡✐♥
❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✈❡♥✉ ♣♦✉r s❛ s②♠♣❛t❤✐❡✱ à ❆♥✐s✱ ❈❤❛r❧è♥❡✱ ●✉✐❧♥❛r❞✱ P❛♦❧❛✱ ❈❧❛✐r❡✱
✈
❈❤❛♣✐tr❡ ✵ ✿ ❉é❞✐❝❛❝❡s
❏❛s♠✐♥❡ ❡t ❑❡✈✐♥ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ à ❆♣♦❧❧✐♥❛✐r❡✱ ❋ré❞ér✐❝✱
◆❛❞✐r✱ ❑❛✐s ❧❡s s♣♦rt✐❢s ❞✉ ✈❡♥❞r❡❞✐✱ ❛✉① ❛✉tr❡s✱ ❆❧✐✱ ❋❧♦r❡♥t✱ ❍❛✐❞②✱ ❈❛r♦❧✐♥❡✳
❏❡ ❞✐s ❛✉ss✐ ♠❡r❝✐ à ❝❡rt❛✐♥s ❛♥❝✐❡♥s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛❝❝✉❡✐❧❧✐✱ ❥❡ ♣❡♥s❡ à ❆r♠❡❧✱ P❛✉❧✱
❍é❧è♥❡✱ ❈❛r♦❧✐♥❡✱ ▲✐✉ ●♦♥❣✱ ▲❡ ❨❛♥❣✳
❉ès ♠♦♥ ❛rr✐✈é❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❥✬❛✐ été r❡ç✉ ♣❛r ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉❡ ❥❡ t✐❡♥s ✐❝✐ à
r❡♠❡r❝✐❡r✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ▼❛❣❛❧✐ ▼♦r❡❛✉ ❀ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❣❛❜♦♥❛✐s❡ ♥✬❡st
♣❛s ❡♥ r❡st❡ ❡t ❛✉ r✐sq✉❡ ❞✬♦✉❜❧✐❡r ❝❡rt❛✐♥s✱ ❥❡ ❧✉✐ ❞✐s ♠❡r❝✐ ❞❛♥s t♦✉t❡ s♦♥ ❡♥t✐❡r❡té✳
❊♥✜♥ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t ♠❡s ♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳ ❏❡
♣❡♥s❡ à ♠❡s ❢rèr❡s ❛î♥és ✿ ❏❡❛♥✲❇♦s❝♦✱ ❑❡✈✐♥ ❆ss❛♠❜♦✉✱ ❙✐❧✈❡r✱ ❍❡❧❜② ♣♦✉r ❧❡✉r
❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳✳✳à ♠❛ ♠❛♠✐❡✱ à ♠❡s ♠èr❡s✱ à ♠❡s ♣❡t✐t❡s s♦❡✉rs ❡t ♣❡t✐ts ❢rèr❡s✱
à ♠❡s ❛♠✐s✱ ❑♦❞❥♦✱ ❈❤r✐st❡❧✱ ❋r❡❡③✳✳✳❈❤r✐st✐❛♥ ❡t ❆❧✐♥❡✱ ❈❧❡♥❝✐❛ ❡t ❘♦❞②✱ ▲❛✉r✐ss✱
◆❣♦②❡ ✭❧✬✏❛❜î♠❛❣❡✏✮✱ ■❞❛❧✐♥❛✱ ▼❛r❧è♥❡✱ ❨❛♥✱ ❈❤✐❜❡rt❤✱ ❏♦❡❧ ❡t ❈❤❧♦é✱ ❨♦❤❛♥ ❡t
❙✐t②✱ ▲✉❝✐❡ ❡t ❙❛♠✱ ❧❡s ▼❜♦✉❞✐✱ ▼❛ss✐♠❛✱ ▼❛❦❛②❛✱ ❆rt❤✉r✱ ▲✐❧✐❛♥✱ ❚❤é♦✱ ▼♦❞✱
❇♦❞❡❧✳✳✳
❏❡ ♥❡ s❛✉r❛✐ ❝❧ôr❡ ❝❡ r✐t✉❡❧ ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥t✱ s❛♥s té♠♦✐❣♥❡r t♦✉t ❧❡ ❜♦♥❤❡✉r
q✉✐ ❡st ❧❡ ♠✐❡♥ ❞✬êtr❡ ❛ss✐sté ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ ♣❛r ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❛✉① q✉❛❧✐tés ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♠❛ ▲✉❧✉✱ ❥❡ ❞✐s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ q✉❡ t✉ ❛ s✉ ❛♣♣♦rté
❞❛♥s ♠❛ ✈✐❡✳
✈✐
❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶
✶ ❖✉t✐❧s ✺
✶✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
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✶✳✶✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✶✳✶✳✸ ❙♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ❡t ❚❤é♦rè♠❡s ❞✬❛❧❣é❜r✐❝✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✶✳✹ ●r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❡t rés♦❧✉❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
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✶✳✶✳✼ ❈❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
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✶✳✷✳✶ ●r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s rés♦❧✉❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✶✳✷✳✷ ●r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❡t ré❞✉❝t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ✷✸
✷✳✶ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐s✲
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✷✳✷✳✶ ❙♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
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✸ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s ✹✾
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✸✳✷ UK✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✈✐✐
❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
✸✳✸ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹ K✲❣r♦✉♣❡s ✻✼
✹✳✶ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
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✹✳✹✳✶ ●r♦✉♣❡s rés♦❧✉❜❧❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
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✺✳✶ ❆✉t♦✉r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✺✳✶✳✶ ❱❡rs ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✺✳✶✳✷ ❱❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✺✳✷ ❆❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✺✳✷✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻
✺✳✷✳✷ ❯♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ∼= SL2(K) s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✻ ●r♦✉♣❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✶✷✺
✻✳✶ ❇rè✈❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻
✻✳✷ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✼ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡ ✶✸✶
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✸✼
✈✐✐✐
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉✉ ❝♦♥❝❡♣t ❣é♥ér❛❧ ❛✉① K✲❣r♦✉♣❡s
▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s✉❥❡t ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❛②❛♥t ❞❡s ❧✐❡♥s étr♦✐ts ❛✈❡❝ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ■❧s s♦♥t ♠✉♥✐s
❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❛♣♣❡❧é❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ❀ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞é✜♥✐
s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✱ ❞♦♥t ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ❈❤❡r❧✐♥ ❡t ❩✐❧✬❜❡r ♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♥❥❡❝t✉ré ✭❧✬✉♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠✲
♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✮ q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ s✐♠♣❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ✿ ❝✬❡st ❧❛ ✏❈♦♥❥❡t✉r❡ ❞❡
❈❤❡r❧✐♥✲❩✐❧✬❜❡r✑ ♦✉ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞✬❆❧❣é❜r✐❝✐té✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t
♠é♥❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡s✳
❯♥ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
❞♦♥t t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♣r♦♣r❡ ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❯♥ ♠❛✉✈❛✐s
❝♦r♣s ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ < K,+, ·, T > ♦ù T ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ K∗✳ ❈❡s str✉❝t✉r❡s
❝♦♥❢èr❡♥t ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❯♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ q✉✐ ♥✬✐♥t❡r♣rèt❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❡st ❞✐t
♦r❞✐♥❛✐r❡✳
❉❛♥s s❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ r❡♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈❤❡r❧✐♥✲❩✐❧✬❜❡r✱
❇♦r♦✈✐❦✱ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s✐♠♣❧❡s ✜♥✐s✱ ✈❛ ✐♥✐t✐❡r ✉♥
♣❧❛♥ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢ ❀ ♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✿ ✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡✳ ❯♥ K∗✲❣r♦✉♣❡ ❡st
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞♦♥t t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♣r♦♣r❡ ❡st ✉♥
K✲❣r♦✉♣❡✳ ❯♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞♦♥t t♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥
✐♥✜♥✐❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t s✐♠♣❧❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞❡s K∗✲❣r♦✉♣❡s ❡st ❞♦♥❝ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
✐♥❞✉✐t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s✳ ❉❡ ♣❛r ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s ♦❝❝✉♣❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡
très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥✜♥✐s s✐♠♣❧❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✱ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❡✉r ét✉❞❡ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳
✶
❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
❉❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❧❛ ♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✶✵✳
■❧ ② ❡st ❞✐t q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t H/σ(H)✱ ❞✬✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡ H ♣❛r
s♦♥ r❛❞✐❝❛❧ rés♦❧✉❜❧❡ σ(H) ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✺✮ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ✭s❛♥s ❝❡♥tr❡✮ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ❙✐ ❧❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s K∗✲❣r♦✉♣❡s ❡st ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s✉❣❣èr❡
♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭s✐♠♣❧❡✮ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❡s t❡❧❧❡s ét✉❞❡s ♦♥t été ❢❛✐t❡s ♣❛r P♦✐③❛t ❞❛♥s
❬✸✸❪✱ ♣✉✐s ♣❛r ▼✉st❛✜♥ ❞❛♥s ❬✸✷❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ♣♦✉rs✉✐✈♦♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬✸✷❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣♦✉ss❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❋❛✐t ✹✳✶✵ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❀ ❞❡
t❡❧s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❞✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ t❡❧s ❣r♦✉♣❡s
s♦♥t ❞✐t❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❧✉s ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢✳
❉❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✉① UK✲❣r♦✉♣❡s
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉
❞é❧✐❝❛t❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s UK✲❣r♦✉♣❡s
✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✮✱ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❡s UK✲❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✮✱
♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥
♠♦②❡♥ ❞✬ét✉❞❡ très é✣❝❛❝❡✳
❈♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ t♦✉t ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡
♥♦tr❡ ét✉❞❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ❞r❡ss♦♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❡t rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡
♥✬❡st ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝❛r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❜✐❡♥
♣ré❝✐s❡✱ ♥❡ s❡r♦♥t ♠❡♥t✐♦♥♥és q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♦ù ✐❧s s♦♥t s♦❧❧✐❝✐tés✳ ❚♦✉s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s♦♥t é❝r✐ts ❝♦♠♠❡ ❢❛✐ts✱ ❡t ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t
♣❛s été tr♦✉✈é❡s ❛✐❧❧❡✉rs s♦♥t r❡❞é♠♦♥trés✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉rs✉✐✈♦♥s ♥♦tr❡ ♦✉t✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇✉r❞❣❡s ❡t ❡①♣❧✐❝✐té❡ ♣❛r ❧❡s U0,r✲❣r♦✉♣❡s✳ ▲❡s
❢❛✐ts q✉❡ ♥♦✉s ❝✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦r✐❣✐♥❡
U0,r ❛✉ ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r UK✱ ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞♦♥♥é✳
❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ U0,r✲❣r♦✉♣❡✳
✷
❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱
❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✿ ❝✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐r❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞♦♥♥és ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ r❡st❡♥t
✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▼✉st❛✜♥ ❬✸✷❪ ❡t ❞❡ ❋ré❝♦♥ ❬✷✷❪✱ ♦❝❝✉♣❡♥t
✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ✐❝✐ s✉✐t ♦✉
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ét❛❜❧✐s ♣❛r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✵ ♦ù ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t H/σ(H)✱ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
H ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ♣❛r s♦♥ r❛❞✐✲
❝❛❧ rés♦❧✉❜❧❡ ❀ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺ ♦ù ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ q✉❡ ▼✉st❛✜♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ✭❋❛✐t ✸✳✸✼✮✱ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s UK✲❣r♦✉♣❡s✱ ♣❡r♠❡t
♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r ❞❡s
❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ✉♥ ❝❤♦✐① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r (U, V ) ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ❝♦r♣s t❡❧❧❡ q✉❡ G ≃ U/V ✭ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✹✹✮✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4 ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❀ ♦♥ ② tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s K✲
❣r♦✉♣❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s K✲
❣r♦✉♣❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ str✉❝t✉r❡ s✉r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❢♦✉r♥✐s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t
à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵✱ ♦ù ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✶✵ ❡st ❞♦♥♥é ❡t
q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ H ♣❛r s♦♥ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t U˜(H) ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✶✮ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ✭s❛♥s ❝❡♥tr❡✮ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s ❡t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✺✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❞♦♥♥❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♣❛r❢❛✐ts✳
◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡
✈✐❡♥❞r❛ ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s K✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❡✈✐ s✉r ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼✮✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲
❣r♦✉♣❡s✳ ❙♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉✬✉♥ K✲
❣r♦✉♣❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✱
❧❡s ✉♥s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ✭❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✼✮✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡
✈❛ ♥♦✉s ❛♠❡♥❡r à ré❞✐❣❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✾✮✱ q✉✐ s✐ ❡❧❧❡
❡st ✈r❛✐❡✱ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❝❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s s♦♥t
✸
❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
✈r❛✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s rés♦❧✉❜❧❡ ✭t❤é♦rè♠❡s ✹✳✻✵ ❡t ✹✳✻✶✮✳
▲❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s tr❛✐t❡♥t ❞❡ s✉❥❡ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✶✹❪ ❡t ❬✶✺❪ ✿ ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ G ≃ SL2(K) ❛✈❡❝
K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p > 0✱ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ V ✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s
s✉s✲♠❡♥t✐♦♥♥és✱ ❈❤❡r❧✐♥ ❡t ❉❡❧♦r♦ s❡ s♦♥t ✐♥t❡r❡ssé ❛✉① ❝❛s ♦ù ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
❞❡ V ❡st ♣❡t✐t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❡♥r❡ ♥✬❡st ✐♠♣♦sé❡✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r T ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✱ s✐ CV (T ) = 0✱ ❛❧♦rs t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ V ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② rk(K) ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✶✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛
✉♥❡ ♣♦rté❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ V ❀ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
V ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ N(T )✲♠✐♥✐♠❛✉①✱ ♦ù N(T ) ❡st ❧❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛✲
t❡✉r ❞❡ T ✭❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✹✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ♠✉♥✐
❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✭s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s✮ s✉r ❧❡q✉❡❧ N(T ) ❛❣✐t
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡
q✉♦t✐❡♥t G/Z(G) ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ G s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s F ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ♣❛r s♦♥ ❝❡♥tr❡✱ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞✉ ♣✉r ❝♦r♣s F✳ ❯♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s UK✲❣r♦✉♣❡s
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳
◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ très ❝♦✉rt ♦ù ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s
❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s K∗✲❣r♦✉♣❡s
s✐♠♣❧❡s ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹✮✳
✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❖✉t✐❧s
❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✱ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
❈♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❬✻❪ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❡t ❬✷✺❪ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♣ré✈❡♥♦♥s ❧❡ ❧❡❝✲
t❡✉r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t t❤é♦rè♠❡s ❝✐tés t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t ♠❡♥t✐♦♥♥és
❝♦♠♠❡ ❢❛✐ts✱ s❡r♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❢♦✉r♥✐s s❛♥s ♣r❡✉✈❡ ❀ ❧✐❜r❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡ s❡ ré❢ér❡r
❛✉① s♦✉r❝❡s ✐♥❞✐q✉é❡s ♣♦✉r ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s❞✐t❡s ♣r❡✉✈❡s✳
▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡
❧✐✈r❡ ❬✻❪✳
❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❀ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r 1 s♦♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✳
❙♦✐❡♥t x, y ∈ G✱ ♦♥ ♥♦t❡ xy = y−1xy ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ x ♣❛r y ❡t [x, y] = x−1y−1xy
❧❡ ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ❞❡ x ❡t y ❀ s✐ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ G✱ ♦♥ ♥♦t❡ xA ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{xa : a ∈ A}✳ P♦✉r X, Y ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ G✱ ♦♥ ♥♦t❡ [X, Y ]✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {[x, y] : x ∈ X, y ∈ Y }✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧❡s s✉✐t❡s✱ ❞ér✐✈é❡ (G(n))n≥0 ❡t ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡
(Gn)n≥0 ❞❡ G✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ q✉✐ s✉✐t ✿
G0 = G(0) = G, G(n+1) = [G(n), G(n)], Gn+1 = [Gn, G].
❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r G
′
= G(1) = G1 ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞ér✐✈é ❞❡ G ❀ ♦♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ♣❛r✲
❢❛✐t s✐ G = G
′
✳ ❖♥ ♥♦t❡ G(∞)✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sér✐❡
❞ér✐✈é❡ (G(n))n≥0 ❞❡ G ❀ G(∞) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r❢❛✐t✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st rés♦❧✉❜❧❡
✭r❡s♣✳ ♥✐❧♣♦t❡♥t✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ G(n) = 1 ✭r❡s♣ Gn = 1✮ ❡t s✐ n ❡st ❧❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ♥✐❧♣♦t❡♥t✮
❞❡ ❝❧❛ss❡ n✳
❖♥ ♥♦t❡ Zn(G) ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ G✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐❧ s✉✐t ✿
Z0(G) = 1, Zn+1 = {g ∈ G : [g,G] ∈ Zn(G)}.
✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖✉t✐❧s
❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Z(G) = Z1(G) ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ α ❞❡ n ✭α ♣❡✉t
êtr❡ ❧✬✐♥✜♥✐✮ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ Zα(G) = Zα+1(G) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ Z∞(G) = Zα(G)✱ ❝✬❡st
❧✬❤②♣❡r❝❡♥tr❡ ❞❡ G✳ ❙✐ G = Z∞(G)✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ❤②♣❡r❝❡♥tr❛❧✳
❙✐ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ G ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ✐♥❢ér✐❡✉r à n✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t
❜♦r♥é✱ ❡t s✐ n ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ❞✬❡①✲
♣♦s❛♥t n ❡t ♦♥ ♥♦t❡ exp(G) = n✳
❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❞❡ G ❡st ❞❡ t♦rs✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s✱
♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❡st ❞❡ t♦rs✐♦♥ s✐ t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❀ ✐❧
❡st ❞✐t s❛♥s t♦rs✐♦♥ s✬✐❧ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ t♦rs✐♦♥✳
✶✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡✲
tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✸✶❪ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ♠♦❞è❧❡✲t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ q✉❡
♥♦✉s é✈✐t❡r♦♥s ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡✳ ■❝✐ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❧✉tôt ❞é✜♥✐r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡s str✉❝t✉r❡s r❛♥❣é❡s✱ ❡t ❝❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦✐③❛t✳
❋❛✐t ✶✳✶✳ ✲ ✭P♦✐③❛t✱ ❬✸✹❪✮ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❡st r❛♥❣é s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ✏str✉❝t✉r❡ r❛♥❣é❡✑✳
❯♥✐✈❡rs r❛♥❣é❡
❯♥ ✉♥✐✈❡rs ❡st ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ U ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐ts U✲✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s
♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ U ❡st ❞✐t❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ s✐ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❧✬❡st✳
❆✶✳ ✭❈❧ôt✉r❡ ♣❛r ♦♣ér❛t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✮ ❙♦✐❡♥t A,B ∈ U ✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
A ∩ B✱ A ∪ B ❡t A \B ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à U ✳
❆✷✳ ✭❈❧ôt✉r❡ ♣❛r ♣r♦❞✉✐ts✮ ❙♦✐❡♥t A,B ∈ U ✱ ❛❧♦rs ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ A×B ∈
U ✳
❆✸✳ ✭❙♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s✮ ❙✐ A ∈ U ❡t a ∈ A✱ ❛❧♦rs {a} ∈ U ✳
❆✹✳ ✭❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✮ ❙✐ E(x, y) ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ s✉r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ∈ U ✭✐✳❡✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E = {(x, y) ∈ A2 : E(x, y)} ∈ U ✱
❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A/E ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡t ❧❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
A→ A/E s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s✳
❙✐ L ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t M ✉♥❡ L✲str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ UL(M)
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❛♥s M ❀ ❝✬❡st ✉♥ ✉♥✐✈❡rs✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ UL(M) s♦♥t ❛✉ss✐ ❞✐ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r
❝❡s ♥♦t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✸✶❪ ♦✉ ❬✻❪✳
✻
✶✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✕ ❙♦✐t U ✉♥ ✉♥✐✈❡rs✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ rk : U → N ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ r❛♥❣ s✐ ♣♦✉r t♦✉t A ❡t B ❞❛♥s U \ {∅}✱ ❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
❇✶✳ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❞✉ r❛♥❣✮✳ rk(A) ≥ n+1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡ A✱ ❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts ❡t ❞❡
r❛♥❣s ❛✉ ♠♦✐♥s n✳
❇✷✳ ✭❉é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♥❣✮✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ f : A → B✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {b ∈ B : rk(f−1(b)) = n} ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ n ∈ N✳
❇✸✳ ✭❆❞❞✐t✐✈✐té ❞✉ r❛♥❣✮✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡ f : A→ B✱
s✐ ∀b ∈ B, rk(f−1(b)) = n✱ ❛❧♦rs rk(A) = rk(B) + n✳
❇✹✳ ✭➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t❡✉rs ✐♥✜♥✐s✮✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : A → B ✐♥t❡r✲
♣rét❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ m ∈ N t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t b ∈ B f−1(b) s♦✐t ✐♥✜♥✐ ❞ès q✉✬✐❧
❝♦♥t✐❡♥t m é❧é♠❡♥ts ❛✉ ♠♦✐♥s✳
❯♥ ✉♥✐✈❡rs U q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ❡st ❞✐t r❛♥❣é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧✬❛①✐♦♠❡ ❇✶✳ ❙✐M ❡st ✉♥❡ L✲str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ❞✐t
q✉❡ M ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ r❛♥❣é❡ s✐ UL(M) ❡st ✉♥ ✉♥✐✈❡rs r❛♥❣é✳
❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ✭♦✉ str✉❝t✉r❡✮ r❛♥❣é✭❡✮ ❡st r❛♥❣é❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥ ❝♦r♣s✱ r❡s♣✳ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✮✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ r❛♥❣é❡ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥ ❝♦r♣s✱ r❡s♣✳ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✮ r❛♥❣é✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs
✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ✭r❡s♣✳ ✉♥ ❝♦r♣s K✮ ❝♦♥s✐❞éré ❛✈❡❝ s❛ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✭r❡s♣✳
❞❡ ❝♦r♣s✮ ❡st ❞✐t ♣✉r ❣r♦✉♣❡ ✭r❡s♣✳ ♣✉r ❝♦r♣s✮✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣✉r ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦sK ❀ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❚❛rs❦✐ ✭ ❬✻✱ ❋❛✐t
✸✳✻❪✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣✉r ❝♦r♣s K s♦♥t ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s s✉r K✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡ s✉r K
❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❞❡ ❢❡r♠és ❞❡ ❩❛r✐s❦✐✳ ❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ❞❡ P♦✐③❛t
s✉r ❧✬é❧✐♠❛♥❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ✭ ❬✻✱ ❋❛✐t ✸✳✼❪✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s s✉r K✱ ♥♦té U(K) ❡st ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❀ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ s♦✐t
r❛♥❣é s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❡♥ ❣é♦♠❡tr✐❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❬✷✺❪✮ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
r❛♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ❧✐❡♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st
❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈❤❡r❧✐♥✲❩✐❧✬❜❡r✳
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳✸✳ ✕ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡
s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ■❧ s✉✣t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ r❛♥❣é s❛♥s
êtr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖✉t✐❧s
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡t ❝❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❞♠❡tt♦♥s
q✉✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ r❛♥❣é❡ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞♦♥t ❧❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ❡st s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ♥♦té❡ rk✳
❋❛✐t ✶✳✹✳ ✲ ✭▼❛❝✐♥t②r❡✱ ❬✸✵❪✮ ❯♥ ❝♦r♣s ✐♥✜♥✐ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳
❋❛✐t ✶✳✺✳ ✲ ❬✹✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸❪ ❯♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡
s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉ ✐♥✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ♣r♦♣r❡✳
❋❛✐t ✶✳✻✳ ✲ ✭❈❤❡r❧✐♥✱ ❬✶✸❪✮ ❯♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥✜♥✐ ✐♥tè❣r❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st
✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳
✶✳✶✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❜❛s❡
r❛♥❣ ❡t ❞❡❣ré ❞❡ ▼♦r❧❡②
❋✐①♦♥s M ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s
rk(∅) = −1✳
❋❛✐t ✶✳✼✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡s ✹✳✽✱ ✹✳✾✱ ✹✳✶✵❪ ❙✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡ M✳ ❆❧♦rs ✿
✭✐✮ rk(A) ≥ 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ A ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ③ér♦ ❡st ✜♥✐✳
✭✐✐✮ ❙✐ A ⊆ B ❛❧♦rs rk(A) ≤ rk(B)✳
✭✐✐✮ rk(A ∪B) = max(rk(A), rk(B))✳
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ A ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ▼♦r❧❡② 1 s✐ ♣♦✉r t♦✉t
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ B ❞❡ A ♦♥ ❛ rk(B) < rk(A) ♦✉ rk(A \ B) < rk(A)✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ A ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ▼♦r❧❡② d s✐ A ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ d s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ▼♦r❧❡② 1 ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ r❛♥❣ rk(A)✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛
deg(A) = d✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡st s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✳
❋❛✐t ✶✳✽✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡s ✹✳✶✹✱ ✹✳✶✺✱ ✹✳✶✻❪
✭✐✮ ❚♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❛ ✉♥ ❞❡❣ré✳
✭✐✐✮ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ rk(A) > rk(B)✳
❆❧♦rs deg(A ∪ B) = deg(A)✳
✭✐✐✐✮ ❙♦✐t f : A → B ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡s A ❡t B✳ ❆❧♦rs rk(A) = rk(B) ❡t deg(A) = deg(B)✳
▲❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡ r❛♥❣ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✳
❋❛✐t ✶✳✾✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵❪ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ❆❧♦rs rk(A × B) = rk(A) + rk(B) ❡t deg(A × B) =
deg(A)deg(B)✳
✽
✶✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
▲❡ ❋❛✐t ✶✳✾ ❝♦♠❜✐♥é à ❧✬❛①✐♦♠❡ ❇✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦s❡ts à ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣✳ à ❞r♦✐t❡✮ G/H ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ H ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ G✱ ❛❧♦rs rk(G) = rk(G/H) + rk(H) ✿ ❝✬❡st ❧✬é❣❛❧✐té
❞❡ ▲❛s❝❛r✳
❋❛✐t ✶✳✶✵✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t
K 6 H ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ G✳ ❆❧♦rs
✭✐✮ [H : K] =∞ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ rk(K) < rk(H)✳
✭✐✐✮ [H : K] < ∞ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ rk(K) = rk(H) ❀ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛
deg(H) = [H : K]deg(K)✳
✭✐✐✐✮ H = K s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ rk(H) = rk(K) ❡t deg(H) = deg(K)✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❝♦♥♥❡①✐té
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡G s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✐ t♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❡st
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
❋❛✐t ✶✳✶✶✳ ✲ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷❪ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✳
❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été éq✉✐✈❛❧❛♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞♦♥✲
♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦❡t❤❡r✐❡♥♥❡té✱ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❢❡r♠és ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été
❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
❆✐♥s✐✱ s✐ X ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❛❧♦rs
s♦♥ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r CG(X) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ♦♥ ❛ CG(X) = CG(x1, ..., xn) ♣♦✉r ❞❡s
é❧é♠❡♥ts x1, ..., xn ∈ G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ s❛t✐s❢❛✐t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs✳
❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❞❡ G✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❡ H ♥♦té H◦✱
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ H ❡st ❝♦♥♥❡①❡ s✐ H = H◦✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡s s✉r ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✱ H◦
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❛♥s H✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✶✵✭✐✐✮ ♦♥
❛ rk(H) = rk(H◦)✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ G ❡st s♦♥ é❧é♠❡♥t
♥❡✉tr❡✳
❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❡st ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❛♥s G s✬✐❧ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r
t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G✳ ❙✐ G ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t H ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱
♦♥ ❞✐t q✉❡ H ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❛♥s G s✐ H ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r t♦✉t
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✳
❋❛✐t ✶✳✶✷✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡s ✺✳✼✱ ✺✳✽❪ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H◦ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❛♥s H✳
✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖✉t✐❧s
❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ S ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡
G ❡t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ S ❛❣✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t s✉r X s✐
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (s, x)→ sx ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ S ×X ❞❛♥s X✳
❋❛✐t ✶✳✶✸✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡ ✺✳✾❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❡t X ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ❛❣✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t s✉r X✳ ❆❧♦rs G
❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r X✱ ✐✳❡ hx = x ♣♦✉r t♦✉t h ∈ G ❡t x ∈ X✳
❋❛✐t ✶✳✶✹✳ ✲ ✭❈❤❡r❧✐♥✱ ❬✶✶❪✮ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ G ❡st ❝♦♥♥❡①❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ deg(G) = 1✳
▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ❡t ✐♥✜♥✐s s✐♠♣❧❡s✱ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s✳
❋❛✐t ✶✳✶✺✳ ✲ ❬✻✱ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✶❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ♠♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t H
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs (G/H)◦ = G◦H/H✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ H
❡t G/H s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❛❧♦rs G ❧✬❡st ❛✉ss✐✳
▲❡ ❋❛✐t ✶✳✶✺ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳
❋❛✐t ✶✳✶✻✳ ✲ ❬✻✱ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✵❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs
G◦ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ G✳
❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❞❞✐t✐❢ K+ ❡t ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐❢ K∗ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ✐♥✜♥✐ K ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ K ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ K✳ ■❧
✈✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡s ❋❛✐ts ✶✳✶✺ ❡t ✶✳✶✻ q✉❡ s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ (K+)◦ ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧
❞✉ ❝♦r♣s K✳ ❈♦♠♠❡ K ❡st ✐♥✜♥✐✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❝❡t ✐❞é❛❧ ❡st K+✱ ❡t ❞♦♥❝ K+
❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ▲❡ ❋❛✐t ✶✳✶✹ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ K∗ ❡st
❛✉ss✐ ❝♦♥♥❡①❡✳
❚❤❡♦rè♠❡ ❞❡s ■♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❩✐❧❜❡r ❡t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ X ❞❡ G ❡st ❞✐t ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ Q ❞❡ G t❡❧ q✉❡ X ⊆ g1Q ⊔ ... ⊔ gnQ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i t❡❧ q✉❡
X ⊆ giQ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳
▲❡ ❋❛✐t ✶✳✶✼ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ✐❧ ❡st ❞û à ❩✐❧❜❡r ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❩✐❧✬❜❡r✳
❋❛✐t ✶✳✶✼✳ ✲ ✭❩✐❧✬❜❡r✱ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✻❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r✲
❧❡② ✜♥✐✱ I ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t (Hi)i∈I ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
❞❡ G✳ ❙✐ ❝❤❛q✉❡ Hi ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s Hi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ m✲✉♣❧❡
i1, ..., im ❞❡ I t❡❧ q✉❡ H = Ai1 ...Aim ♣♦✉r m < 2
rk(G)+1 − 2✳
✶✵
✶✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
▲❡s ❢❛✐ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t s♦♥t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ■♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
❞❡ ❩✐❧✬❜❡r✳
❋❛✐t ✶✳✶✽✳ ✲ ❬✻✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✾❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs
❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡
G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡t ❝✬❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳
❋❛✐t ✶✳✶✾✳ ✲ ❬✻✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✾❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❡❧② ✜♥✐ ❡t
H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G✳ ❙♦✐t X ⊆ G ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ G✳
❆❧♦rs ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ [H,X] ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✳
❋❛✐t ✶✳✷✵✳ ✲ ❬✻✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✸✷❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs
❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s Gn ❡t G(n) s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t n✳
❈❧ôt✉r❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❙♦✐❡♥tG ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡tX ⊆ G ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡G✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❝❧♦tûr❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ X ❡t ♦♥ ♥♦t❡ d(X) ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ G ❝♦♥t❡♥❛♥t X✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ d(X) ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳ ❙✐ X = {x1, ..., xn} ♦♥ ♥♦t❡ d(x1, ..., xn) ♣❧✉tôt q✉❡ d({x1, ..., xn})✳
❆✉ss✐✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ d(X, Y ) ♣♦✉r d(X ∪ Y ) ❛✈❡❝ X ❡t Y ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ G✳
❋❛✐t ✶✳✷✶✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡s ✺✳✸✺✱ ✺✳✸✻✱ ✺✳✸✼❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳
✭✐✮ ❙✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❛❧♦rs d(X) ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳
✭✐✐✮ ❙✐ A 6 B 6 G ❡t A ❡st ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❛♥s B✱ ❛❧♦rs d(A) ❡st ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐
❞❛♥s d(B)✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ A⊳ B✱ ❛❧♦rs d(A)⊳ d(B) ❡t d(B) = d(A)B✳
✭✐✐✐✮ ❙✐ B ⊳G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t s✐ B ⊆ X ⊆ G✱ ❛❧♦rs d(X/B) = d(X)/B✳
✭✐✈✮ ❙✐ A,B 6 G✱ ❛❧♦rs [d(A), d(B)] 6 d([A,B])✳
❋❛✐t ✶✳✷✷✳ ✲ ❬✻✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✸✽❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙✐
H 6 G ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ♥✐❧♣♦t❡♥t✮ ❞❡ ❝❧❛ss❡ n✱ ❛❧♦rs d(H) ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ✭r❡s♣✳
♥✐❧♣♦t❡♥t✮ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t n✳
✶✳✶✳✸ ❙♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ❡t ❚❤é♦rè♠❡s ❞✬❛❧❣é❜r✐❝✐té
❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ A ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❞✐t S✲♠✐♥✐♠❛❧✱
♣♦✉r S ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ G✱ s✐ A ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r S ❡t
♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ▲❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ♥♦r♠❛✉① ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ G✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✱ s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✳
❋❛✐t ✶✳✷✸✳ ✲ ✭❇❡❧❡❣r❛❞❡❦✱ ❬✺❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
✭✐✮ ▲❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥♦r♠❛✉① ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ G✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✱ s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✳
✭✐✐✮ ❙✐ 1 6= H ⊳ G ❡st ✐♥✜♥✐ ❡t H ∩ G◦ 6 Z(G)◦✱ ❛❧♦rs H ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳
✶✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖✉t✐❧s
■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
G ❡st s♦✐t ✜♥✐✱ s♦✐t G✲♠✐♥✐♠❛❧✳
❋❛✐t ✶✳✷✹✳ ✲ ❬✻✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✼❪ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡
❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs s♦✐t A ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ s♦✐t Z(A) ❡st ✜♥✐ ❡t
A/Z(A) ❡st s✐♠♣❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✺✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t σ(G)
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s rés♦❧✉❜❧❡s ♥♦r♠❛✉①
❞❡ G✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ σ(G) ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ G✳
❋❛✐t ✶✳✷✻✳ ✲ ✭❇❡❧❡❣r❛❞❡❦✱ ❬✺❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs s♦♥
r❛❞✐❝❛❧ rés♦❧✉❜❧❡ σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t rés♦❧✉❜❧❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✷✼✳✕ ❙♦✐❡♥tG ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡tN ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs σ(G/N) = σ(G)/N ✳
❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❖♥ ♥♦t❡ S(G) ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥♦r♠❛✉① ♠✐♥✐♠❛✉①✳ ❆❧♦rs S(G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ G✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳ ■❧ s✉✣t
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ C∗ ❞♦♥t ❧❡ s♦❝❧❡ ❡st ⊕pZ/pZ ♦ù p ♣❛r❝♦✉rt
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳
❋❛✐t ✶✳✷✽✳ ✲ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✽❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ σ(G) = 1✳ ❆❧♦rs S(G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✳ ❉❡
♣❧✉s✱ S(G) ❡st ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s s✐♠♣❧❡s G✲♠✐♥✐♠❛✉①✳
❋❛✐t ✶✳✷✾✳ ✲ ✭P♦✐③❛t✱ ❬✸✹✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸❪✮ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆❧♦rs K+ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
♣r♦♣r❡✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✶✳✸✵✳ ✕ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s A ❡t B✱
❧✬é❝r✐t✉r❡ ✏A ∼=def B✑ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ A ❡t B s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
❋❛✐t ✶✳✸✶✳ ✲ ✭❩✐❧✬❜❡r✱ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✶❪✮ ❙♦✐t G = A ⋊H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦ù A ❡t H s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ✐♥✜♥✐s ❡t ❛❜é❧✐❡♥s
t❡❧s q✉❡ A ❡st H✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ CH(A) = 1✳ ❆❧♦rs G ✐♥t❡r♣rèt❡ ✉♥ ❝♦r♣s
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s K t❡❧ q✉❡ A ∼=def K+ ❡t H ∼=def T ✱ ♣♦✉r T ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ K∗✳ ❉❡ ♣❧✉s
G ∼=def
{(
t a
0 1
)
|t ∈ T, a ∈ K
}
;
❡t ✐❧ ❡①✐st❡ l ∈ N t❡❧ q✉❡ K = T + ...+ T ✭l ❢♦✐s✮✳
✶✷
✶✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❋❛✐t ✶✳✸✷✳ ✲ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✹❪ ❙♦✐❡♥t G = A ⋊H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ♦ù
A = A1 ⊕ ...⊕ An,
H ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ Ai ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t H✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡
♣❧✉s q✉❡ CH(A) = 1 ❡t H/CH(Ai) ❡st ✐♥✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞✬❡♥❞♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡s R = Z(H)/annZ(H)(A) ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❛♥s G ❡t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡
s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ P❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ✿
❙♦✐t Mi = annR(Ai) ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ {1, ..., n} ✿
i ∼ j ⇔Mi = Mj.
❙♦✐❡♥t [i] = {j1, ..., jni} ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ i ❡t M[i] = Mi✱ K[i] = R/M[i]✱ B[i] = ⊕j∈[i]Aj✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s R ∼= ⊕[i]K[i]✱ H 6 R∗✱ Ai ∼= (K[i])+✱ G 6 A⋊R∗ ∼= ⊕[i]B[i] ⋊K∗[i] ❡t
B[i] ⋊K
∗
[i] =


1 0 . . . 0 aj1
0 1 . . . 0 aj2
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
0 . . . 1 aji
0 0 . . . 0 β
 : ajk ∈ Ajk ∼= K[i], β ∈ K∗[i]

.
❋❛✐t ✶✳✸✸✳ ✲ ✭❲❛❣♥❡r✱ ❬✷✻❪✮ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐
S ❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ S s✉r A t❡❧s q✉❡ A s♦✐t S✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ A1 6 A ❡t ✉♥ ❝♦r♣s K t❡❧s q✉❡ A1 ∼= K+ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t✱ ❡t S s✬✐♥❥❡❝t❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s GLm(K) ♣♦✉r m ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳
✶✳✶✳✹ ●r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❡t rés♦❧✉❜❧❡s
❈❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❜❛s✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
rés♦❧✉❜❧❡s ❡t ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❋❛✐t ✶✳✸✹✳ ✲ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✽❪ ❙♦✐t A⋊G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦ù A ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✳ ❙✐ ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ B ❞❡ A ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧ ♦✉ G
′
✲♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs G
′
❝❡♥tr❛❧✐s❡ B✳
❋❛✐t ✶✳✸✺✳ ✲ ✭◆❡s✐♥✱ ❬✷✽✱ ▲❡♠♠❡ ✶✼❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ 2 ❡t s❛♥s ❝❡♥tr❡✳ ❙♦✐❡♥t x ∈ G
′
❡t R ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G
′
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ T ❞❡ G
′
❞❛♥s G✳ ❆❧♦rs
R/ann(x) ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✻✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✱ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ rés♦❧✉❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡
G✳
❋❛✐t ✶✳✸✼✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡ ✻✳✶❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❙✐ Z(G) ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs G/Z(G) ❡st s❛♥s ❝❡♥tr❡✳
✶✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖✉t✐❧s
❋❛✐t ✶✳✸✽✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡ ✻✳✷❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❆❧♦rs Z(G) ❡st ✐♥✜♥✐✳
❋❛✐t ✶✳✸✾✳ ✲ ❬✻✱ ▲❡♠♠❡ ✻✳✸❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❙✐ H < G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs NG(H)/H ❡st
✐♥✜♥✐✳
❋❛✐t ✶✳✹✵✳ ✲ ✭❘❡✐♥❡❦❡✱ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹❪✮ ❉❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✱ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ A ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s♦✐t A ❡st
❞✐✈✐s✐❜❧❡ s♦✐t A ❡st ✉♥ p✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r p ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣r❡♠✐❡r✳
❈❡ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t à r❡t❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✹✵ ❝✬❡st q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥✜♥✐s ♠✐♥✐♠❛✉① ❬✻✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡
✻✳✺❪✳
❋❛✐t ✶✳✹✶✳ ✲ ✭▼❛❝✐♥t②r❡✱ ❬✷✾❪✱ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✼❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs G = D⊕B ♦ù D ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❡t B
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳
❋❛✐t ✶✳✹✷✳ ✲ ❬✻✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✶❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❆❧♦rs G = N ⊕ U ♦ù U ❡st ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❞❡ G ❡t N ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡
s❛♥s t♦rs✐♦♥✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✶✳✹✸✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡✱ ❡t A ❡t B ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ G ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ A ❡t B s✐ G = AB ❡t s✐ A ❡t B s❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡✱ ❡t
♦♥ ♥♦t❡ G = A ∗B✳
❋❛✐t ✶✳✹✹✳ ✲ ❬✻✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✷❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❆❧♦rs G ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ G = D ∗ C ❡t D = T ×N ♦ù
✭✐✮ D ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱
✭✐✐✮ C ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡t ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱
✭✐✐✐✮ N ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❞❡ D✱ ❡t
✭✐✐✐✮ ❧❛ t♦rs✐♦♥ T ❞❡ D ❡st ❛❜é❧✐❡♥♥❡✱ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❡t ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❛♥s G
❉❡ ♣❧✉s s✐ G ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs C ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❛②❛♥t ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✜♥✐ ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✺✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❋✐tt✐♥❣ ❞❡ G ❡t ♦♥ ♥♦t❡ F (G)✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t♦✉s ❧❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥t ♥♦r♠❛✉① ❞❡ G✳
❋❛✐t ✶✳✹✻✳ ✲ ✭◆❡s✐♥✱ ❬✷✼❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs s♦♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❋✐tt✐♥❣ F (G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t rés♦❧✉❜❧❡✳
❋❛✐t ✶✳✹✼✳ ✲ ✭◆❡s✐♥✱ ❬✷✽❪✱ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✷✶❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡
❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs G/F (G)◦ (❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ G/F (G)) ❡st ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳
✶✹
✶✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❋❛✐t ✶✳✹✽✳ ✲ ❬✻✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✾✳✾❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs G
′
❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
❋❛✐t ✶✳✹✾✳ ✲ ❬✸✻✱ ♣❛❣❡ ✶✷✾❪ ❙✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❛ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ♥✐❧♣♦t❡♥t
H t❡❧ q✉❡ G/H
′
s♦✐t ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
✶✳✶✳✺ ❙♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❍❛❧❧
❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t π ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
H ❞❡ G ❡st π✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ G s✐ H ❡st ✉♥ π✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✳
❙✐ π = {p} ♦ù p ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣r❡♠✐❡r✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ H ❡st ✉♥ p✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❙②❧♦✇ ❞❡ G✳
❋❛✐t ✶✳✺✵✳ ✲ ❬✼❪✱ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✷✾❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs ❧❡s π✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ G s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s ♣♦✉r
t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♣r❡♠✐❡rs π✳
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ét❛❜❧✐t ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❛♥s ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② rés♦❧✉❜❧❡s✳
❋❛✐t ✶✳✺✶✳ ✲ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✺❪ ❙♦✐t π ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♣r❡♠✐❡rs✳ ❆❧♦rs
❞❡✉① q✉❡❧❝♦♥q✉❡ π✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❍❛❧❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
❋❛✐t ✶✳✺✷✳ ✲ ❬✶❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ N ⊳G✱ ❡t
H ✉♥ π✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ G ♣♦✉r π ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♣r❡♠✐❡rs✳ ❆❧♦rs
✭✐✮ H ∩ N ❡st ✉♥ π✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ N ✱ ❡t ❧❡s π✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❍❛❧❧
❞❡ N s♦♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❀
✭✐✐✮ ❙✐ N ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs HN/N ❡st ✉♥ π✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ G/N
❡t t♦✉s ❧❡s π✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ G/N s♦♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳
✶✳✶✳✻ ❙♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✸✳ ✕ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ C ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❞✐t
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r s✬✐❧ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❛♥s
s♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r✳
❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ q✉✐ ❧✉✐
❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞✉ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r ❛ été ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s t♦✉t ❣r♦✉♣❡
rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❬✸✽❪✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❜✐❡♥
♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ▲❡ ❋❛✐t ✶✳✺✹ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❛♥s t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦❧❡② ✜♥✐✳
❋❛✐t ✶✳✺✹✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥ ❡t ❏❛❧✐❣♦t✱ ❬✶✾❪✮ ❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❛ ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r✳
✶✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖✉t✐❧s
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❛♥✱ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❈❛rt❡r ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❛ss✉r❡ ❞é❥à ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s t♦✉t ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❋❛✐t ✶✳✺✺✳ ✲ ✭❲❛❣♥❡r✱ ❬✸✽❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs G ❛ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r C ❡t ❞❡✉① t❡❧s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s s♦♥t
❝♦♥❥✉❣✉és✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ G ❛ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ L t❡❧ q✉❡ G/L ❡st
♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G = LC✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r ❡st ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❡s
K∗✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ♠♦r❧❡② ✜♥✐ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✮✳
❋❛✐t ✶✳✺✻✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✷✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷❪✮ ▲❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r s♦♥t
❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s t♦✉t K∗✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❋❛✐t ✶✳✺✼✳ ✲ ❬✷✸✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✼❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
❝♦♥♥❡①❡ ❡t rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ 2 ❡t C ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥t✐❡r k t❡❧ q✉❡ G = Gk ⋊ C✳
✶✳✶✳✼ ❈❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐sés
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✽✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳ ▲❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛✲
t❡✉r ❣é♥ér❛❧✐séEH(g) ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t g ∈ NG(H) ❡st ❧✬✉♥✐♦♥EH(g) =
⋃
n∈N(adg)
−n(1)
♦ù adg ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
adg : H → H
x 7→ [x, g]
▲❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé EH(A) ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡ NG(H) ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡s EH(a) ♣♦✉r a ∈ A✳
❋❛✐t ✶✳✺✾✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✷✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✻❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t rés♦❧✉❜❧❡ ❡t g ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G✳ ❆❧♦rs EG(g) ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ N t❡❧ q✉❡ (adg)k(EG(g)) = 1✳
❋❛✐t ✶✳✻✵✳ ✲ ❬✷✸✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✶✼❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❝♦♥♥❡①❡ ❡t rés♦❧✉❜❧❡ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❧♦❝❛✲
❧❡♠❡♥t ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❆❧♦rs EG(H) = EG(d(H)) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t
❝♦♥♥❡①❡ ❡t H ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s F (EG(H))✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r d(H) ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❞❡ G ❡st ✐♥❞✉❝t✐❢✳
❋❛✐t ✶✳✻✶✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✷✸✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❝♦♥♥❡①❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❆❧♦rs EG(H) ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛rt❡r ❞❡ G✳
✶✻
✶✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
✶✳✶✳✽ Ps❡✉❞♦✲t♦r❡s
❯♥ t♦r❡ ❞é❝❡♥t ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ q✉✐ ❡st
é❣❛❧ à ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ s❛ t♦rs✐♦♥✳
▲❡s t♦r❡s ❞é❝❡♥ts ♦♥t étés ❞é✜♥✐s ♣❛r ●✳ ❈❤❡r❧✐♥ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣rés❡♥tés
❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞❡s t♦r❡s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✷✶✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✻✷✳ ✕ ❚♦✉t q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ t♦r❡ ❞é❝❡♥t ❡st ✉♥ t♦r❡ ❞é❝❡♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✸✳✕ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ T ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❛♣♣❡❧é
♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ s✐ ❛✉❝✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ T ♥✬❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡
à K+✱ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳
❯♥ t♦r❡ ❞é❝❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡s ❡st ❝♦♥❝❡♥✲
tré❡ ❞❛♥s ❬✷✵❪✳ ▲❡ ❋❛✐t ✶✳✻✹ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❋❛✐t ✶✳✻✹✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✷✵❪✮ ▲❡s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s G✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❝✐✲❛♣rès s♦♥t ❡①tr❛✐ts ❞❡ ❬✷✵❪✳
❋❛✐t ✶✳✻✺✳ ✲ ❬✷✵✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✸❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
N ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G ❡t T ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✳
❆❧♦rs TN/N ❡st ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G/N ❡t t♦✉t ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ❞❡ G/N ❡st
❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳
❋❛✐t ✶✳✻✻✳ ✲ ❬✷✵✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❆❧♦rs G ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧✳
❋❛✐t ✶✳✻✼✳ ✲ ❬✷✵✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✵❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❆❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ❞❡ G ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳
▲❡ ❋❛✐t ✶✳✻✽ ❞♦♥♥❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❋❛✐t ✶✳✻✽✳ ✲ ❬✷✵✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❡❧②
✜♥✐ ❛❣✐ss❛♥t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ T ✳ ❆❧♦rs G ❝❡♥tr❛❧✐s❡ T ✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✻✾✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t H ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G✳ ❆❧♦rs t♦✉t ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ❞❡ H ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s
G✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ G ❡st ❞❡ ❝❡♥tr❡ ✜♥✐ ❡t H ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs H ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✻✻✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧
T ✳ ❆❧♦rs T ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❈♦♠♠❡ G ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✻✽ q✉❡
T 6 Z(G)✳ ❆✐♥s✐ s✐ Z(G) ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs T = 1 ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ T ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
s✐ H ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs H ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ 
✶✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖✉t✐❧s
✶✳✷ ●r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐
s❡r❛ tr❛✐té❡ ♣❧✉s t❛r❞✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ ✏❛✣♥❡✑ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s F
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ③ér♦s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s✉r F ❛♣♣❡❧é
❢❡r♠é ❞❡ ❩❛r✐s❦✐✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❧✬✐♥✈❡rs❡ s♦♥t
t♦✉t❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s s✉r F✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❬✷✺❪✳
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ G✱ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s F ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❀ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
ét❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐✱ s❡ ré❢ér❡r à ❬✸✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❞❡ G ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s s❛
str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳
■❝✐ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s❡r♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐❞érés ❞é✜♥✐s s✉r
✉♥ ❝♦♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳
❋❛✐t ✶✳✼✵✳ ✲ ❬✷✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✽✳✷❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ H ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é✳ ❆❧♦rs NG(H) ❡t CG(H) s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❢❡r♠és✱ ❞❡ ♠ê♠❡
CG(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ G✳
❋❛✐t ✶✳✼✶✳ ✲ ❬✷✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✺❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t H
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs G/H ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧❛ ✏❝♦♥♥❡①✐té✑ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲
s❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
❋❛✐t ✶✳✼✷✳ ✲ ❬✷✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✵✳✺❪ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❆ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣rès✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s K+ ❡t K∗✱
s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ s✉r K ✳
❋❛✐t ✶✳✼✸✳ ✲ ❬✷✺✱ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶✶✱ P✳✶✵✶❪ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s K ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K+✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥✱ s✉r ✉♥
❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s K✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✼✷✱ G ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡✱ s♦✐t K+✱
s♦✐t à K∗✳ ❖r K+ ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t ❡t K∗ ❡st ✉♥ t♦r❡✱ ❞✬♦ù G ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K+✳ 
❚♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❧✐♥é❛✐r❡s✳
✶✽
✶✳✷ ●r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
✶✳✷✳✶ ●r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s rés♦❧✉❜❧❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ s❡r❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s rés♦❧✉❜❧❡s✱ ♣✉✐s ❞❡ ❞♦♥✲
♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ✿ s✐ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s F✱ ❡t s✐ x ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ G✱ ♦♥ ❛ x = xuxs
♦ù xu ❡t xs s♦♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ G q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t✱ xu ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t ❡t xs ❡st
s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ x ❬✷✺✱ ▲❡♠♠❡ ✶✺✳✶ ❇❪✳ ❘❛♣✲
♣❡❧♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡ G✱ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ♦ù G
❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ GLn(F)✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ n✳
❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts
s❡r❛ ♥♦té Gu✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s s❡r❛ ♥♦té Gs✳ ▲❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s Gs ❡t Gu ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G✳ P❛r ❝♦♥tr❡
Gu ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é✱ ❛❧♦rs q✉❡ Gs ♥❡ ❧✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s✳
❋❛✐t ✶✳✼✹✳ ✲ ❬✷✺✱ Pr♦♣♦s♦t✐♦♥ ✶✾✳✷❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ rés♦❧✉❜❧❡
❝♦♥♥❡①❡✳ ❆❧♦rs G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Gs ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✱ ❡t ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s Gs ❡st ❢❡r♠é✱ ❡t ♦♥ ❛ G = Gu ×Gs✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✺✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s F✳ ❯♥ t♦r❡ ❞❡ G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❞❡ G ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡ à (F∗)m ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r m ≥ 1✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs Gs ❡st
❧✬✉♥✐q✉❡ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✳
▲❡ ❋❛✐t ✶✳✼✻ ❞♦♥♥❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡s t♦r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
❋❛✐t ✶✳✼✻✳ ✲ ❬✷✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✻✳✸❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t T ✉♥
t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✳ ❆❧♦rs T ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s G✳
❋❛✐t ✶✳✼✼✳ ✲ ❬✷✺✱ ❚❤é♦rè♠❡❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✳
❆❧♦rs Gu ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❢❡r♠é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G ❝♦♥t❡♥❛♥t G
′
✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s
t♦r❡ ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ G s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❡t s✐ T ❡st ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs G = Gu⋊T ✳
❋❛✐t ✶✳✼✽✳ ✲ ❬✷✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✾✳✸❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✳
❆❧♦rs ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥✐♣♦t❡♥t✮ ❞❡ G ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡
♠❛①✐♠❛❧ ✭r❡s♣✳ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ♠❛①✐♠❛❧✮✳
❋❛✐t ✶✳✼✾✳ ✲ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ G ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ❆❧♦rs H ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡ ❞❡ G✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ G✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st
rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❛G = Gu⋊T ♦ù T ❡st ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❆❧♦rsH
′
6 G
′
6 Gu
✶✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖✉t✐❧s
❡t ♦♥ ❛ H
′
= 1✳ ❉♦♥❝ H ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❙✐ H 6 Z(G)✱ ❛❧♦rs H 6 CG(T )✱ ❡t TH ❡st
❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✳ ❖rG = Gu⋊T ✱
❞♦♥❝ ♦♥ ❛ H 6 T ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r H 6 Z(G)✳ ❙♦✐t h ∈ H t❡❧ q✉❡
CG(h) < G✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ H 6 CG(h) ❝❛r H ❛❜é❧✐❡♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ H ❡st ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s ✉♥ t♦r❡ S ❞❡ CG(h)◦ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ t♦r❡ ❞❡ G✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é rés♦❧✉❜❧❡
❝♦♥♥❡①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✳
▲❡ ❋❛✐t ✶✳✽✶ ét❛❜❧✐t ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
❋❛✐t ✶✳✽✶✳ ✲ ❬✷✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✶✳✸❪ ▲❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ G s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
❋❛✐t ✶✳✽✷✳ ✲ ❬✷✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✶✳✸✳❆❪ ▲❡s t♦r❡ ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ G ✭r❡s♣✳ ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❝♦♥♥❡①❡s ♠❛①✐♠❛✉①✮ s♦♥t ❛✉ss✐ ❝❡✉① ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧✱
❡t s♦♥t t♦✉s ❝♦♥❥✉❣✉és✳
❋❛✐t ✶✳✽✸✳ ✲ ❬✷✺✱ Pr♦♣♦s♦t✐♦♥ ✷✶✳✹ ❇❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡
❡t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✳ ❙✐ B ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G = B✳
❋❛✐t ✶✳✽✹✳ ✲ ❬✷✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✷✳✷ ❇❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs
Z(G) = Z(B) ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ B ❞❡ G✳
❋❛✐t ✶✳✽✺✳ ✲ ❬✷✺✱ ❊①❡r❝✐❝❡ ✶ ♣✳✶✹✷❪ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❆❧♦rs
Z(H)s ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t♦r❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ H✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✽✹ ♦♥ ❛ Z(H)s = Z(B)s ♦ù B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ H✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡s ❋❛✐ts ✶✳✼✽ ❡t ✶✳✽✷✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡
❞❡ Z(H) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✱
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Z(H)s ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s t♦✉t t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ H✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱
❝♦♥s✐❞ér♦♥s I ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s t♦r❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ H✳ ❆❧♦rs I ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦r♠❛❧ ❞❡ H✳ ❙♦✐t B = U ⋊ T ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ H ♦ù T ❡st ✉♥ t♦r❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ H✳ ❈♦♠♠❡ I ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s H✱ ❛❧♦rs [B, I] 6 U ∩ T = 1 ❡t ♦♥ ❛
I 6 Z(B) = Z(H) ❀ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❋❛✐t ✶✳✽✻✳ ✲ ❬✷✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✸✳✶❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❆❧♦rs
B = NG(B) ♣♦✉r t♦✉t B s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✳
◆♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❛✉① K✲
❣r♦✉♣❡s ❝♦♥♥❡①❡s ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✮✳
✷✵
✶✳✷ ●r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
✶✳✷✳✷ ●r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❡t ré❞✉❝t✐❢s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✼✳ ✕ ❙♦✐t L ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ré✲
s♦❧✉❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥✐♣♦t❡♥t✮ ❞❡ L✱ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❢❡r♠é ❝♦♥♥❡①❡
rés♦❧✉❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥✐♣♦t❡♥t✮ ❞❡ L ❡t ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ R(L) ✭r❡s♣✳ Ru(L)✮✳
❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥♥❡①❡ L ❡st ❞✐t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ✭r❡s♣✳ ré❞✉❝t✐❢✮ s✐
L 6= 1 ❡t R(L) = 1 ✭r❡s♣✳ Ru(L) = 1✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✽✽✳ ✕
✶✳ ❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❡st ré❞✉❝t✐❢✳
✷✳ P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ L✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t L/R(L) ✭r❡s♣✳ L/Ru(L)✮
❡st s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ✭r❡s♣✳ ré❞✉❝t✐❢✮✳
✸✳ ❙✐ L ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs L
′
= L✳
❋❛✐t ✶✳✽✾✳ ✲ ❬✷✺✱ ▲❡♠♠❡ ✶✾✳✺❪ ❙♦✐t L ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❞✉❝t✐❢✳ ❆❧♦rs
R(L) = Z(L)◦ ❡st ✉♥ t♦r❡✳
❋❛✐t ✶✳✾✵✳ ✲ ❬✷✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✵✳✷❪ ❙♦✐t L ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ré❞✉❝t✐❢ RL ❞❡ L t❡❧ q✉❡ L = Ru(L)⋊RL ♦ù Ru(L) ❡st ❧❡
r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ L✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ RL ❡st ❛♣♣❡❧é s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲❡✈✐✱
✐❧ ❡st ✉♥✐q✉❡ à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✾✶✳ ✕ ❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ L
′
♥✬❛❞✲
♠❡t ♣❛s ❞❡ t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ L = Ru(L)⋊RL✱ ❛❧♦rs L
′
❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Ru(L) ⋊ R
′
L✱ ❡t s✐ T ❡st ✉♥ t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ L
′
✱ ❛❧♦rs T ❡st ✉♥
t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ R
′
L✳ ❖r R
′
L ❡st s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs✳
❙✐ L ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❞✉❝t✐❢✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❋❛✐t ✶✳✽✽ ❡t
à ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✾✶ q✉❡ L
′
❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♦♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
L = S1 ∗ ... ∗ Sn ∗ Z(L)
◦
❛✈❡❝ S1, ..., Sn ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❡t Z(L)◦ ✉♥ t♦r❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾✷✳ ✕ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ G ❡st s✐♠♣❧❡ s✐ G ♥✬❛❞♠❡t
♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ✏❛✉ s❡♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✑ s❡r❛ ❞✐t q✉❛s✐✲
s✐♠♣❧❡✱ ❡t s✐♠♣❧❡ s✬✐❧ ❧✬❡st ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❜str❛✐t✳
❋❛✐t ✶✳✾✸✳ ✲ ❬✷✺✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✼✳✺❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✱
❛❧♦rs G s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ G = G1 ∗ ... ∗Gn✱ ♦ù ❧❡s
Gi s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s✳
❋❛✐t ✶✳✾✹✳ ✲ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ré❞✉❝t✐❢✳ ❆❧♦rs G ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s
t♦r❡s ♠❛①✐♠❛✉①✳
✷✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❖✉t✐❧s
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t ✶✳✽✾ ❡t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✶✳✽✽✱ G/Z(G)◦ ❡st s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡
❡t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲
s✐♠♣❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ Z(G)◦ ❡st ✉♥ t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s t♦✉t t♦r❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G/Z(G)◦ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
T/Z(G)◦ ♦ù T ❡st ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Z(G)◦ = 1
❡t G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❙✐ H ❡st ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s t♦r❡s ❞❡ G✱ ❛❧♦rs H ❡st ❢❡r♠é✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ G/H
♥✬❛ ♣❛s ❞❡ t♦r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ❞♦♥❝ G/H ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ✭❋❛✐ts ✶✳✼✼ ❡t ✶✳✽✸✮✳ ❖r G
ét❛♥t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ G
′
= G ❡t G/H = G
′
H/H✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ G = H ❀ ❞✬♦ù ❧❡
rés✉❧t❛t✳ 
❋❛✐t ✶✳✾✺✳ ✲ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs [G,H] ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉✐tt❡ à q✉♦t✐❡♥t❡r G ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ [G,H] ❡♥❣❡♥✲
❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ [G,H] ❡st ✉♥ t♦r❡✳ ❆❧♦rs [G,H] ❡st
✉♥ t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s G
′
✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✾✶✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✾✻✳ ✕ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ [F (H), H] ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ [F (H), H] ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❋❛✐t ✶✳✾✺✳ 
❋✐♥✐ss♦♥s ❝❡s r❛♣♣❡❧s ❛✈❡❝ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s à ✉t✐❧✐s❡r
❢réq✉❡♠♠❡♥t✱ à s❛✈♦✐r ✏❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐✑✳
❈♦♥t❡①t❡ ✿ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G✱ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H
❛❞♠❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s (Ai)i∈I st❛❜❧❡
♣❛r ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ G✳ ❆❧♦rs G = HNG(Ai) ♣♦✉r t♦✉t i ✿ ♦♥ ❞✐r❛
q✉✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐✳
✷✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❡t ❧❛ s❡♠✐✲s✐♠♣❧✐❝✐té s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s
♥♦t✐♦♥s ❞❡ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ❞❡ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❡t ❡♥ ✈✉❡
❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈❤❡r❧✐♥✲❩✐❧✬❜❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡✲
s✉r❡✱ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♠❡♥és ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡s
♥♦t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❙✐ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ♣❡✉t s❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛ss❡③
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞✐✣✲
❝✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥t été ❛✈❛♥❝é❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ♣rés❡♥t❛♥t s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✳
❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐ ♥♦✉s ❡st ❞✉❡ à ❆❧ts❡✐♠❡r ❡t ❇❡r❦♠❛♥ à tr❛✈❡rs ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ q✉❛s✐✉✲
♥✐♣♦t❡♥❝❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s p✲✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ♣♦✉r p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r
♣r❡♠✐❡r✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❯♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ p✲✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ G ❡st ✉♥ p✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t
❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳
▲❛ q✉❛s✐✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ s❡ r❡✈è❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s
❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣r❡♥❞
♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❝❛r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s p✲✉♥✐♣♦t❡♥ts ❞é✜♥✐ss❡♥t
❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡
❞❡ ❇✉r❞❣❡s✱ ❡①♣❧✐❝✐té❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ U0,r✲❣r♦✉♣❡s ❡t ❞❡ U0✲❣r♦✉♣❡s ✭❉é✜♥✐t✐♦♥
✷✳✶✸✮ ✿ ❝✬❡st ❧❛ 0✲✉♥✐♣♦t❡♥❝❡✱ ♦✉ ✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❡♥ ✏❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✑✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
❇✉r❞❣❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s s✉r
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ 0✲✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ✿ ❡❧❧❡ ♥❡ s❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ♣❛s ♣❛r
♣❛ss❛❣❡ ❛✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ♣r♦♣r❡s✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛✱ ❋ré❝♦♥ ✈❛
✷✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❬✶✼❪✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✏❤♦♠♦❣é♥é✐té✏ s✉r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s
U0,r✲❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✮✳ P✉✐s ❞❡ ❧à✱ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐té❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ U✲❣r♦✉♣❡ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✶✮✳ ■❧ ❡st
❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞ér✐✈é ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ✉♥
❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t✳ ❏✉st❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ U ✲❣r♦✉♣❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉r✲
♥✐t ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❣ U ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ U(G)
♥♦r♠❛❧ ✭❋❛✐t ✷✳✸✼✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ G ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✉♥✐♣♦t❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❡♥ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ s❡ ❤❡✉rt❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥
té♠♦✐❣♥❡ ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✹✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s
❡t rés✉❧t❛ts s✉r ❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♣✉✐s ❡♥ ét❛❜❧✐r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s✳ ▼❛✐s t♦✉t ❝❡❝✐ s❡r❛ ❢❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ UK ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝té✲
r✐stq✉❡ ③ér♦✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ✐❧ s❡r❛ ❥✉st✐✜é q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ U0,r ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇✉r❞❣❡s✳ ▲✬✐♥t❡rêt ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥✐t✐❛t✐✈❡
rés✐❞❡ ❜✐❡♥ sûr ❞❛♥s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱
❡t ❝❡❧❛ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ❞é✈é❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ q✉✐ ✐♥tè❣r❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡
q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡✱ ♥♦✉s ❧❡ ❢❛✐s♦♥s r❡♠❛rq✉❡r✱ ❛ été ❞✬❛♣✲
♣♦rt❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋ré❝♦♥ s✉r ❧❛ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛❜str❛✐t❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
③ér♦ ❬✶✽❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡
Uτ ✲❣r♦✉♣❡s ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✸✮✱ ♦ù τ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❞✬♦ù ✓ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s✔✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s réé❝r✐r♦♥s q✉❡❧q✉❡s
rés✉❧t❛ts ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✶✳ ▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝❛❧q✉é❡s s✉r ❝❡❧❧❡s
❢♦✉r♥✐❡s ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
✷✳✶ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r✲
❧❡② ✜♥✐ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ✏❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✑ tr❛✐té❡s ♣❛r ❇✉r❞❣❡s
❞❛♥s ❬✽❪ ❡t ❬✾❪✱ ❡t ❋ré❝♦♥ ❞❛♥s ❬✶✼❪ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
✷✹
✷✳✶ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦
✷✳✶✳✶ UK✲❣r♦✉♣❡s
●r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ✕ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ A ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❞✐t
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡s ♣r♦♣r❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳ ✕
✶✳ ▲❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥✜♥✐s ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ s♦♥t ✐♥❞é❝♦♠♣♦✲
s❛❜❧❡s✳
✷✳ P♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥✜♥✐ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ K+ ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❋❛✐t ✷✳✹✳ ✲ ✭❇✉r❞❣❡s✱ ❬✽✱ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹❪✮ ❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❜é❧✐❡♥ G ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ✕ P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ A ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
❧❡ r❛❞✐❝❛❧ J(A) ❞❡ A ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♣r♦♣r❡ s❛♥s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♣r♦♣r❡ B t❡❧ q✉❡ A = J(A)B✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ A ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛❧♦rs J(A) ❡st
❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣r♦♣r❡ ❞❡ A✱ ❡t s✐ A ❡st ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② 1✱ ❛❧♦rs J(A) = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❞é✜♥✐t J(1) = 1✳
▲❡s ❞❡✉① ❢❛✐ts s✉✐✈❛♥ts ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ P✉s❤✲❋♦r✇❛r❞ ❡t ❧❡ P✉❧❧✲❇❛❝❦ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❜é❧✐❡♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
❋❛✐t ✷✳✻✳ ✲ ❬✽✱ ▲❡♠♠❡ ✷✳✾❪ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ A ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ G ❡t f : G→ H ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳
❆❧♦rs f(A) ❡st ✉♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ H ❡t J(f(A)) = f(J(A))✳
❋❛✐t ✷✳✼✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✷✵✱ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❙✐ B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ G/H✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A
❞❡ G t❡❧ q✉❡ B = AH/H✳
▲❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t s♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❈❤❡r❧✐♥✱ ❡t ❝♦♥❝♦✉r❡♥t à
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✹✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✽✳ ✕ ✭❈❤❡r❧✐♥✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p✱ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ p✲✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳
❆❧♦rs G ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❇❛✉❞✐s❝❤ ❛ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s p✲✉♥✐♣♦t❡♥ts ❞❡ ❝❧❛ss❡ 2 t❡❧ q✉❡
t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❝❡♥tr❛❧✳
◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✽ ♣❧✉s ❜❛s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t s✐ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❢♦rt❡r ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣❛r ❝❡ q✉✐ s✉✐t✳
✷✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
▲❡♠♠❡ ✷✳✾✳✕ ✭❈❤❡r❧✐♥✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ p✲❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❆❧♦rs G ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ p✲✉♥✐♣♦t❡♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ Up(G)✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s p✲✉♥✐♣♦t❡♥ts
❞❡ G✱ ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❙♦✐t A 6 Z(Up(G)) ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✲
✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ G✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❛♥❣ ✱ ♦♥ ❛
Up(G/A) = 1✱ ❞♦♥❝ A = Up(G) ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✳
❈♦♠♠❡ G/CG(A) s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞✬✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ✭❋❛✐t ✶✳✸✶✮✱ ❛❧♦rs G/CG(A) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥t
❞✬♦r❞r❡ p✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ CG(A) ❡st p✲❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ A =
Up(G) ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s G✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❬✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✹❪
G = Up(G) ∗H
♦ù H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞♦♥t t♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❡st p✲❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ ❙♦✐t pn ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ Up(G)✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s
pn✲✐è♠❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G s♦♥t ❞❛♥s H✳ ▼❛✐s H ∩ Up(G) ❡st ✜♥✐✱ ❞♦♥❝ ❝❡❧❛
❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ p✲❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❆❧♦rs G ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✽✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②✳
❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡G✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ G ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s B t❡❧s q✉❡ B/A ❡st
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G/A ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙♦✐t J 6 G ❧❛
♣ré✐♠❛❣❡ ❞❛♥s G ❞❡ J(G/A)✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ J ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❛❜é❧✐❡♥s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
❞❡ G✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥t g ❞✬♦r❞r❡ ✐♥✜♥✐ ♠♦❞✉❧♦ J ✳ ❙♦✐t Ag = Z(CG(g))✳ P❛r
♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ J ✱ ♦♥ ❛ G = JAg✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t g
′
∈ G ❛✈❡❝ ❧❡s
♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ✿ G = JAg′ ✳ ❆❧♦rs G = JA
◦
g
′ ❡t A◦
g
′ ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡
♥♦tr❡ ❛ss❡rt✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G/J ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❙✐ CG(A) < G✱ ❛❧♦rs
CG(A)
◦ 6 J ✳ ❉❛♥s G/CG(A)✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ G ♠♦❞✉❧♦ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ J ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❈♦♠♠❡G/CG(A) s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ J ❡st ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❛♥s G✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❆✐♥s✐ A 6 Z(G)✳ ❈♦♠♠❡ G/A ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❆❧♦rs
G = Up(G) ∗ D✱ ❛✈❡❝ D ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ p✲❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ Up(G) = 1 ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡✱ ❛❧♦rs G ❡st p✲❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ ❆✐♥s✐ G/J ❡st p✲❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❡t ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱
❞♦♥❝ tr✐✈✐❛❧✳ ▲à ❡♥❝♦r❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ 
✷✻
✷✳✶ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦
U0,r✲❣r♦✉♣❡s ❡t UK✲❣r♦✉♣❡s
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ♣ré✲ré❞✉✐t ❞❡
A ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✿
r¯(A) := rk(A/J(A))
❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A t❡❧ q✉❡ A/J(A) ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é
0✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ P♦✉r t♦✉t r ≥ 1✱ ♦♥
❞é✜♥✐t ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
U0,r(G) = 〈A 6 G | A ❡st 0✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ r¯(A) = r〉
❖♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st U0,r✲❣r♦✉♣❡ s✐ G = U0,r(G)✳ P♦s♦♥s r¯0(G) = max{r|U0,r(G) 6= 1}
❡t U0(G) = U0,r¯0(G)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ✉♥ U0✲❣r♦✉♣❡ s✐ G = U0(G)✳
❙♦✐t A ✉♥ 0✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙✐ ♦♥ ❛ r¯(A) = r✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ A ❡st ✉♥
U0,r✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❋❛✐t ✷✳✶✷✳ ✲ ❙♦✐t A ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs s♦✐t A ❡st ✉♥
♣s❡✉❞♦✲t♦r❡✱ s♦✐t A/J(A) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K+✱ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙✐ A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡ B t❡❧ q✉❡ A/B ∼=def K+ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st
❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs K+ ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❡t K ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
K+ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ A/B ❛✉ss✐✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ B ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝
❝♦♥♥❡①❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ B 6 J(A) ❡t J(A)/B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
♣r♦♣r❡ ❞❡ A/B✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✷✾ A/B ∼=def K+ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡ ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ J(A)/B = 1✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t B = J(A)✳ ❖♥
❝♦♥❝❧✉t✳ 
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❣r♦✉♣❡
UK(G) = 〈A 6 G|A 0✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t A/J(A) ∼=
def K+〉.
❖♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ s✐ G = UK(G)✳
P♦✉rK ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ✜①é✱ ✉♥ 0✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
A t❡❧ q✉❡ A/J(A) ∼=def K+ s❡r❛ ❞✐t UK✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✹✳ ✕
✷✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
✶✳ ❙✐ F ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t U s✉r F ❡st ✉♥ UF✲❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r
❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣✉r ❝♦r♣s F✳ ▲❡s UF✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s♦♥t
❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s d(u) ♣♦✉r u ∈ U ✱ ❡t ♦♥ ❛ d(u) ∼=def F+ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❞ès q✉❡ u 6= 1✳
✷✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s F ❡st ✉♥
UF✲❣r♦✉♣❡ ❝❛r ét❛♥t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳
❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡tK ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ P♦s♦♥s rk(K) = r✳ ❆❧♦rs ✉♥ UK✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✉♥ U0,r✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ U0,r✲s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡✳
▲❡ ❋❛✐t ✷✳✶✺ ❞♦♥♥❡ ❧❡ P✉s❤✲❢♦r✇❛r❞ ❡t ❧❡ P✉❧❧✲❜❛❝❦ ❞❡s UK✲❣r♦✉♣❡s✳
❋❛✐t ✷✳✶✺✳ ✲ ❬✽✱ ▲❡♠♠❡ ✷✳✶✶❪ ❙♦✐t f : G→ H ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱
✭✐✮ ✭P✉s❤ ❢♦r✇❛r❞✮f(UK(G)) 6 UK(f(G)) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳
✭✐✐✮ ✭P✉❧❧ ❜❛❝❦✮ ❙✐ UK(H) 6 f(G) ❛❧♦rs f(UK(G)) = UK(H)✳
▲❡ ❋❛✐t ✷✳✶✻ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❝❛r ✐❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ q✉✐ ✈✐❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡❧❧❡ ét❛❜❧✐❡ ❛✉ ❋❛✐t
✶✳✹✹✳
❋❛✐t ✷✳✶✻✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❇✉r❞❣❡s ❬✷✶✱ ❋❛✐t ✸✳✶✵❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t
❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❡t T s♦♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❆❧♦rs G ✐♥t❡r♣rèt❡
❞❡s ❝♦r♣s K1✱✳✳✳✱Kn ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ t❡❧s q✉❡
G = T ∗ UK1(G) ∗ ... ∗ UKn(G).
UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❙②❧♦✇
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙②❧♦✇ s❡r❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❯♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ ❙②❧♦✇ ❞❡ G ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ♠❛①✐♠❛❧✳
❋❛✐t ✷✳✶✽✳ ✲ ✭❇✉r❞❣❡s✱ ❋ré❝♦♥ ❬✾✱ ▲❡♠♠❡ ✺✳✷❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❡s UK✲
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❙②❧♦✇ ❞❡ G s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts S t❡❧s
q✉❡ UK(NG(S)) = S✳
❋❛✐t ✷✳✶✾✳ ✲ ✭❇✉r❞❣❡s✱ ❋ré❝♦♥ ❬✾✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦✲
❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs t♦✉s ❧❡s UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❙②❧♦✇ ❞❡ G s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
✷✽
✷✳✶ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦
❋❛✐t ✷✳✷✵✳ ✲ ✭❇✉r❞❣❡s✱ ❋ré❝♦♥ ❬✾✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✼❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦✲
❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t Q ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ❆❧♦rs✱
♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ UK(G
′
)UK(Q) ❡st ✉♥ UK✲
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙②❧♦✇ ❞❡ G✱ ❡t t♦✉t UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙②❧♦✇ ❞❡ G ❡st ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦r♠❡✳
❋❛✐t ✷✳✷✶✳ ✲ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ N ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❡t ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✱ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳
❙✐ S ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙②❧♦✇ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs SN/N ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ ❙②❧♦✇ ❞❡ G/N ✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ (SN)◦ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❝♦♥t❡♥❛♥t S✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✶✾ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐✱ ♦♥
❛ NG((SN)◦) = NG(SN◦) = NG(S)N◦✳ ❖r NG(S)N◦ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s NG(SN)
❡t NG(SN) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s NG((SN)◦✱ ❞♦♥❝ NG(SN) = NG(S)N◦ = NG(S)N ✳
■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡
UK(NG/N(SN/N)) = UK(NG(SN)/N)
= UK(NG(S)N/N)
= UK(NG(S))N/N
= SN/N
.

✷✳✶✳✷ U˜✲❣r♦✉♣❡s
❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡✱
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s à ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ s❡r♦♥t ❞é✈é❧♦♣♣é❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✳ ✕ ❯♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s s♦♥t ❞❡s UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✳
❋❛✐t ✷✳✷✸✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹❪✮ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦✲
❣è♥❡ ♣❛r ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣♦♥è♥❡ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♣r♦♣r❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s s♦♥t
♥✐❧♣♦t❡♥ts✳
❋❛✐t ✷✳✷✹✳ ✲ ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽❪ ❯♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st s♦✐t ♥✐❧♣♦t❡♥t
s♦✐t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ rés♦❧✉❜❧❡
❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
❖♥ s❛✐t q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ▲❡ ❋❛✐t ✷✳✷✺ ❛ss✉r❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r
❧❡s UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡s ♥✬❛❞♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡s✳
✷✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❋❛✐t ✷✳✷✺✳ ✲ ❬✶✼✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✾❪ ❯♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s
❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳
❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞♦♥t ❛✉❝✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
♥✬❡st ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡sK✲❣r♦✉♣❡s✱ ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❡t ♠ê♠❡ s❛♥s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
▲❡ ❋❛✐t ✷✳✷✻ ❛✉r❛ ♣♦✉r ✉t✐❧✐té ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s UK✲❣r♦✉♣❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s✳
❋❛✐t ✷✳✷✻✳ ✲ ✭ ❬✷✶✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽❪✮ ❙♦✐t K ❡t L ❞❡✉① ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆❧♦rs K ❡t L s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ❛❞❞✐t✐❢s K+ ❡t L+ s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
▲❡ ❋❛✐t ✷✳✷✼ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❋❛✐t ✷✳✷✺ ❡t s❡r❛ très ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
❋❛✐t ✷✳✷✼✳ ✲ ✭ ✈♦✐r ❬✶✼✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✷❪✮ ❙♦✐❡♥t K ❡t L ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧s q✉❡ K ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t L ❡st ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣♦✉r K ❡t L ❞❡✉① ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s
♥♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆❧♦rs K ∩ L ❡st ✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ G ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs K ∩ L = 1✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ (K∩L)◦ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐
♠✐♥✐♠❛❧ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ A ❞❛♥s (K ∩ L)◦✳ ❆❧♦rs A ∼=def K+ ❡t A ∼=def L+ ❀ ❞✬❛♣rès ❧❡
❋❛✐t ✷✳✷✻✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✽✳ ✕ ❉❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❝♦r♣s
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧s q✉❡ Ki 6∼= Kj ♣♦✉r t♦✉t i 6= j
❡t Ui ✉♥ UKi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r i = 1, ..., n✳ ❆❧♦rs t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❝♦♥♥❡①❡ U ❞❡ U1 × ...× Un ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ U = (U ∩ U1)× ...× (U ∩ Un)✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ♣♦✉r i = 1, ..., n✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ U s✉r Ui ❡st
é❣❛❧❡ à Ui✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ U ∩Ui ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s U1× ...×Un✳ ◗✉✐tt❡ à q✉♦t✐❡♥t❡r
U1× ...×Un ♣❛r (U ∩U1)× ...× (U ∩Un)✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ U ∩Ui = 1 ♣♦✉r
t♦✉t i = 1, ..., n✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ U 6= 1✱ ❛❧♦rs U ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ U ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i0 t❡❧ q✉❡ pi0(A) 6= 1 ♦ù pi0 ❡st ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r Ui0 ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ A ∩ Ui0 = 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ j0 ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ i0 t❡❧
q✉❡ pj0(A) 6= 1✳ P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A✱ ♦♥ ❛ A ≃ pi0(A) ∼=
def (Ki0)+ ❝❛r pi0(A) ❡st
✉♥ UKi0 ✲❣r♦✉♣❡✱ ❡t A ≃ pj0(A)
∼=def (Kj0)+ ❝❛r pj0(A) ❡st ✉♥ UKj0 ✲❣r♦✉♣❡✳ ❉♦♥❝
♦♥ ❛ (Ki0)+ ∼=
def (Kj0)+ ❀ ❝❡ q✉✐ ❛❜s✉r❞❡✳ ❆❧♦rs U = 1 ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❋❛✐t ✷✳✷✾✳✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✶✼✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✶❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
G ❛❣✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t H✳ ❆❧♦rs
[G,H] ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
✸✵
✷✳✶ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦
▲❡♠♠❡ ✷✳✸✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡
✜♥✐ ♥✬❛❞♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡s✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs t♦✉t UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t H ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G✳ ❈♦♠♠❡ Z(G)
❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs H ❡st s❛♥s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ H ❡st s❛♥s
t♦rs✐♦♥ ❡t ♣♦✉r t♦✉s s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s A✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣ré✲
t❛❜❧❡ L t❡❧ q✉❡ A ❡st ✉♥ UL✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙♦✐t L ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✾✱ [G,UL(H)] ❡st ✉♥ UL✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t [G,H] ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ [G,UK(H)]
❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❙✐ L 6∼= K✱ ❛❧♦rs
❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✼ ♦♥ ❛ [G,UL(H)] = 1✱ ❞✬♦ù UL(H) 6 Z(G)✳ ❈♦♠♠❡ Z(G) ❡st
✜♥✐ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ UL(H) = 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✶✻✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ H ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✶✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦♥ ♥♦t❡ U˜(G) ❧❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t♦✉s ❧❡s UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♥♦r♠❛✉① ❞❡ G✱
♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❡t ♣❛r s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦r♠❛✉① ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡
s✐ G = U˜(G)✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✶✼❪ ❀ ❝✬❡st
❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t ♣♦✉r ❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉r UK✳
❈✬❡st ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡♠♣r✉♥té❡ ❞❡ ❬✷✶❪✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ U˜(G) 6 U(G)✱ ❛❧♦rs
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡s U ✲❣r♦✉♣❡s r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s U˜ ✲❣r♦✉♣❡s✳
❋❛✐t ✷✳✸✷✳ ✲ ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸❪ ❯♥ U˜✲❣r♦✉♣❡ ❡st s♦✐t ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ s♦✐t ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s t♦✉t ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ G✱ U˜(G) ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✸✳ ✕ ❯♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s✳
▲❡ ❋❛✐t ✷✳✸✹ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s U˜ ✲❣r♦✉♣❡s ❡t s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t très
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
❋❛✐t ✷✳✸✹✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✶✼✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡✳ ❆❧♦rs G ❛ ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
G = B ∗ UK1(G) ∗ ... ∗ UKn(G)
♣♦✉r Ki ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❡t
✭✐✮ B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ❀
✭✐✮ UKi(G) ❡st ✉♥ UKi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, ..., n ❀
✸✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
✭✐✐✐✮ UK(G) ∩ UL(G) = 1 ♣♦✉r t♦✉s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K ❡t L ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧s q✉❡ K+ 6∼=def L+✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ G ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs
G = B × UK1(G)× ...× UKn(G)
✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✺✳ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❋❛✐ts ✷✳✸✹ ❡t ✷✳✸✼✱ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ G✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥
U˜ ✲❣r♦✉♣❡ G ❡st s♦✐t ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱ s♦✐t ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r K
✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳
❋❛✐t ✷✳✸✻✳ ✲ ❬✶✼✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✻❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs
U˜(G) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ U˜✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱
❛❧♦rs U˜(G) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ U˜✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳
❋❛✐t ✷✳✸✼✳ ✲ ❬✶✼✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✽❪
✭✐✮ ❚♦✉t q✉♦t✐❡♥t ❞✬✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡
✭✐✐✮ ❚♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡✳
❋❛✐t ✷✳✸✽✳ ✲ ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❆❧♦rs G ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
✭✐✮ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ B ❞❡ G ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ❡t
t❡❧ q✉❡ UB/V B ❡st ✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❞❡ t♦rs✐♦♥ U/V ❞❡ G
❛✈❡❝ V ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❀
✭✐✐✮ P♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K✱ UK(G) ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❋❛✐t ✷✳✸✾✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✶✼✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✵❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ❛❣✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r ✉♥
❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ H ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs [G,H] ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ G rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
G
′
❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡✳
❋❛✐t ✷✳✹✵✳ ✲ ❬✶✼✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✵❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs F (G)/Z(G) ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❝♦♥♥❡①❡s ❡t s❛♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✶✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦✲
s♦♥s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❋✐tt✐♥❣ F (G) ❞❡ G ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐
❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❆❧♦rs
✭✐✮ F (G)/Z(G) ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❡t s❛♥s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
✭✐✐✮ F (G)/Z(G) ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ G ❡st s❛♥s ❝❡♥tr❡✱ ❛❧♦rs F (G) ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡✳
✸✷
✷✳✶ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r F (G) 6= Z(G)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✻✻✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
♥✐❧♣♦t❡♥t F (G)/Z(G) ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✻✺✱
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ TZ(G)/Z(G) ♦ù T ❡st ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ F (G)✳
❈♦♠♠❡ T ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❛♥s F (G)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ T ❡st ♥♦r✲
♠❛❧ ❞❛♥s G ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♠❛①✐♠❛✉① ✭❋❛✐t ✶✳✻✽✮✱ T ❡st
❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s G✳ ❆✐♥s✐ F (G)/Z(G) ❡st s❛♥s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ F (G)◦Z(G)/Z(G) ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✹✷ ♦♥ ❛
F (G)/Z(G) = F (G)◦Z(G)/Z(G) ⊕ F/Z(G)✱ ♦ù F/Z(G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ F (G)/Z(G) ❡t ❞♦♥❝ G✲♥♦r♠❛❧✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ G✱ ♦♥ ❛
[F,G] 6 Z(G)✳ P♦✉r t♦✉t g ∈ G ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
γg : F → Z(G)
x 7→ [x, g]
,
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ CF (g) ❝♦♥t✐❡♥t Z(G)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
F/Z(G) s❡ s✉r❥❡❝t❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t s✉r F/CF (g) ❡t Imγg ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
✜♥✐ ❞✬♦r❞r❡ ❞✐✈✐s❛♥t |F/Z(G)| = n✳ P♦s♦♥s E := 〈z ∈ Z(G) : zn = 1〉✳ ❈♦♠♠❡
F (G) ❡st s❛♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱ ❛❧♦rs E ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
✜♥✐ ❝♦♥t❡♥❛♥t Imγg ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✳ ❈♦♠♠❡ [F,G] = 〈Imγg : g ∈ G〉✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t [F,G] 6 E✳ ❊♥✜♥ ❝♦♠♠❡ E ❡st ✜♥✐ ❡t [F,G] ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❛ [F,G] = 1✱
✐✳❡✳ F 6 Z(G)✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♣♦✐♥t (i)✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ F (G)/Z(G) ❡st ✉♥
U˜ ✲❣r♦✉♣❡✳
❈♦♠♠❡ F (G)/Z(G) ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✸✽✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ UK(F (G)/Z(G)) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s K
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧ q✉❡ UK(F (G)/Z(G)) ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▼❛✐s
❞✬❛♣rès ❧❡ P✉s❤ ❢♦r✇❛r❞s ✭❋❛✐t ✷✳✶✺(i)✮✱ ♦♥ ❛
UK(F (G)/Z(G)) = UK(F (G))Z(G)/Z(G) ∼=
def UK(F (G))/UK(F (G)) ∩ Z(G),
❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✶✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A/(UK(F (G)) ∩ Z(G)) ❡t
✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ L ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ♥♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K t❡❧ q✉❡ t❡❧
q✉❡ A/(UK(F (G))∩Z(G)) s♦✐t ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡✳ P✉✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A0 ❞❡ UK(F (G)) ♥♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Z(G) t❡❧ q✉❡
A0 s♦✐t ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A0 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ UL(UK(F (G)))✳
▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✾✱ [G,UL(UK(F (G)))] ❡st ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❡t
[G,UK(F (G))] ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ➱t❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡
[G,UK(F (G))]✱ [G,UL(UK(F (G)))] ❡st ❞♦♥❝ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t
✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡s ❋❛✐ts ✷✳✷✼ ❡t ✷✳✷✺✱ [G,UL(UK(F (G)))]
❡st tr✐✈✐❛❧ ❡t ♦♥ ❛ UL(UK(F (G))) 6 Z(G) ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐✲
q✉❡r❛✐t A0 6 Z(G)✳ ❉♦♥❝ UK(F (G)) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
✸✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ✲❣r♦✉♣❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ q✉❡ ♣♦✲
s✐t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ s✐ τ = K+ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❛❧♦rs ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ UK✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭▲❡♠♠❡ ✷✳✺✹✮✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ✐❝✐ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❜❛s✐q✉❡s ét❛❜❧✐s ♣♦✉r ❧❡s U0,r✲❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❬✽❪✱ ❬✾❪✱ ❬✶✵❪ ❡t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬✶✼❪✱ r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s✳
✷✳✷✳✶ ❙♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉✲
s✐♦♥✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ s❡r♦♥t ❞❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❧és B✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✏❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✑✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✷✳ ✕ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ A ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❞✐t ✐♥❞é❝♦♠✲
♣♦s❛❜❧❡ s✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ♣r♦♣r❡s✱ ✐✳❡✳
A 6= 〈B1, B2〉✱ ♣♦✉r B1 ❡t B2 ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ A✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✸✳ ✕ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ B✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❡st ✉♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✹✹✳ ✕ ❙♦✐t A ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs A ❡st
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ J(A) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s A ✭✐✳❡✳ A 6=
J(A)✮
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙✐ A ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛❧♦rs J(A) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉ ❞❛♥s A
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐té✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ A 6= J(A)✳ ❆❧♦rs
A/J(A) ❡st ✉♥ ✐♥✜♥✐ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❞♦♥❝ ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✳ ❙✐ A = 〈B1 , B2〉 ❛✈❡❝
Bi✱ i = 1, 2✱ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ A✱ ❛❧♦rs BiJ(A)/J(A) ❡st ✜♥✐
♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A/J(A)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ 〈B1 , B2〉J(A)/J(A) ❡st ❛✉ss✐ ✜♥✐ ❝❛r
A/J(A) ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t A 6= J(A)✳ 
▲❡♠♠❡ ✷✳✹✺✳ ✕ ❙♦✐t A ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs
A/J(A) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ A/J(A) ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs A ❡st ✉♥
❣r♦✉♣❡ B✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t A/J(A) ❡st ✐♥✜♥✐ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛❜é❧✐❡♥
❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✹✵✳ ❆✐♥s✐✱ A/J(A) ❡st s♦✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ s♦✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❙✐ A/J(A) ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✼✱ A ❡st ✉♥ B✲
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❇✉r❞❣❡s✮ ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ 
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✻ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✹✳
✸✹
✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✻✳ ✕ ❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G 6= 1✳ ❙♦✐t A1 ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs A1 ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧✬❡st A
g
1 ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✳
P♦s♦♥s V1 = 〈A
g
1; g ∈ G〉✳ ❆❧♦rs V1 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦r♠❛❧
❞❡ G✳ ❙✐ G = V1✱ ❝✬❡st ✜♥✐✳ ❙✐♥♦♥ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ G/V1 ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r✲
❧❡② ✜♥✐✱ ❡t B2/V1 ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G/V1✳ ❙♦✐t A2 ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✱ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ A2V1/V1 = B2/V1✳
❆❧♦rs A2 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ B2/V1✳ P♦s♦♥s
V2 = 〈V1, A
g
2; g ∈ G〉✳ ❆❧♦rs V2 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡
G✳ ❙✐ G = V2✱ ❝✬❡st ✜♥✐✱ s✐♥♦♥ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ G/V2 ❡t ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s Vi ❞❡ G✱ ❡t ❝♦♠♠❡ G ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ✐❧
✈❛ ❡①✐st❡r n t❡❧ q✉❡ Vn = G✳ 
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ P✉s❤✲❢♦r✇❛r❞ s✉r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✹✼✳ ✕ ✭P✉s❤✲❢♦r✇❛r❞ ❞❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t N ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✳ ❙✐ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs AN/N ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡
G/N ❡t ♦♥ ❛ J(AN/N) = J(A)N/N ✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r A 6 N ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A 6= 1 ❡t J(A) < A
❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✹✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ AN/N ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
AN/N = 〈B1, B2〉✱ ❛✈❡❝ Bi s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ AN/N ✳ ❙♦✐❡♥t
C1 ❡t C2 ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ A t❡❧s q✉❡ B1 = C1N/N ❡t
B2 = C2N/N ✳ ❆❧♦rs AN/N = 〈C1, C2〉N/N ❡t ♦♥ ❛ AN = 〈C1, C2〉N ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡ A = A ∩ 〈C1, C2〉N = 〈C1, C2〉(A ∩N)✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs
A = A ∩ N ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ A 6 N ✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡
A✳ ❆✐♥s✐ AN/N ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ J(AN/N) = J(A)N/N ✳ ❖♥ ❛
J(A)N/N = 〈B < A | B ❝♦♥♥❡①❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡〉N/N
= 〈BN/N | B < A ❝♦♥♥❡①❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡〉
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ BN/N 6= AN/N ♣♦✉r t♦✉t B < A ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
BN/N = AN/N ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ BN = AN ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s BN ✱
❡t ♦♥ ❛ A = B(A∩N)✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t B 6= A✱ ♦♥ ❛ A = A∩N
❡t A ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s N ✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❉♦♥❝ AN/N 6=
BN/N ❡t ❛❧♦rs J(A)N/N 6 J(AN/N)✳ ❈♦♠♠❡ AN/N ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛❧♦rs
J(AN/N) < AN/N ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✹✳ P♦s♦♥s J/N := J(AN/N)✳ ❈♦♠♠❡
J(A)N/N 6 J(AN/N)✱ ❛❧♦rs J(A) 6 J ✱ ❡t ❞♦♥❝ J(A) 6 J ∩ A✳ ❉♦♥❝ s♦✐t
✸✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
(J ∩ A)◦ = J(A)✱ s♦✐t (J ∩ A)◦ = A✳ ❙✐ (J ∩ A)◦ = J(A) ❛❧♦rs
J(A)N/N = (J ∩ A)◦N/N
= ((J ∩ A)N/N)◦
= (J ∩ AN/N)◦
= (J/N)◦ ❝❛r J/N < AN/N
= J/N
❝✬❡st à ❞✐r❡ J(A)N/N = J(AN/N) ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❙✐ (J∩A)◦ = A✱ ❛❧♦rs A 6 J
❡t ♦♥ AN/N 6 J/N ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ♦♥ ❛ J/N = J(f(A)) < AN/N ✳
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
■❧ ✈✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A✱
♦♥ ❛ J(A/J(A)) = 1✳
❉♦♥♥♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ P✉❧❧✲❜❛❝❦ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✹✽✳✕ ✭P✉❧❧✲❜❛❝❦ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✮ ❙♦✐❡♥t G ❡t N ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡
✷✳✺✼✳ ❙✐ B¯ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ G/N ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A ❞❡ G t❡❧ q✉❡ B¯ = AN/N ✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t B 6 G t❡❧ q✉❡ B¯ = B/N ✳ ❆❧♦rs B/N = (B/N)◦ = B◦N/N ✳
❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G t❡❧ q✉❡ AN/N = B/N ♠❛①✐♠❛❧
♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t U < A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡
A✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ UN/N < B/N ♣❛r ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ A✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
UN/N 6 J(B/N) < B/N = AN/N
❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
J(A)N/N < AN/N
❡t ♦♥ ❛ J(A) < A✳ ❉♦♥❝ A ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✹✳ 
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✾✳ ✕ ❙✐ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ B¯ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✽ ❡st ✉♥ B✲
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
✉♥ B✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✼✮✳
✷✳✷✳✷ Uτ ✲●r♦✉♣❡s
▲❡s τ✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s
❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ U ✱ ❞❡✜♥✐ss♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≈ s✉r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✳ ❙♦✐❡♥t H ❡t G ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s
U ✱ ♦♥ ♣♦s❡ H ≈ G s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ I ⊳ H ❡t ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ J ⊳G t❡❧s q✉❡ H/I ∼=def G/J ✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✺✵✳ ✕ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≈ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
✸✻
✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ ▲❛ r❡✢❡①✐✈✐té ❡t ❧❛ s②♠étr✐❡ ét❛♥t é✈✐❞❡♥t❡s✱ ♠♦♥tr♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛
tr❛♥s✐t✐✈✐té✳ ❙♦✐❡♥t G,H, F tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s U t❡❧s q✉❡ G ≈ F ❡t
F ≈ H✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
G/K ∼=def F/L ❡t F/M ∼=def H/N
♦ù L ❡t M ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥♦r♠❛✉① ✜♥✐s ❞❡ F ✱ ❡t K,N s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
♥♦r♠❛✉① ✜♥✐s ❞❡ G ❡t H r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✳ ◆♦t♦♥s γ ❡t χ ❧❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✲
✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ G/K ❞❛♥s F/L ❡t ❞❡ F/M ❞❛♥s H/N r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ L
❡t M s♦♥t ✜♥✐s✱ ❛❧♦rs ML/L ❡t ML s♦♥t ✜♥✐s✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ γ−1(ML/L) ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ✜♥✐ ❞❡ G/K ❡t ♦♥ ❛ ✿
G/K
A/K
∼=def
F/L
ML/L
❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ G/A ∼=def F/ML ♦ù A/K = γ−1(ML/L) ❡t A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦r♠❛❧ ✜♥✐ ❞❡ G✳ ❉❡ ♠ê♠❡ χ(LM/M) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ✜♥✐ ❞❡ H/N ❡t
♦♥ ❛ ✿
F/M
LM/M
∼=def
H/N
B/N
.
❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ F/LM ∼=def H/B ♦ù B/N = χ(LM/M) ❡t B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦r♠❛❧ ✜♥✐ ❞❡ H✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t G/A ∼=def F/ML ∼=def H/B, ❞✬♦ù G ≈ H✳ 
◆♦t❛t✐♦♥ ✷✳✺✶✳ ✕ P♦✉r G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r τ
✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ {A : A ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
❞❡ G t❡❧ q✉❡ J(A) = 1} ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≈✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✷✳ ✕ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A ❞❡ G ❡st ✉♥
τ ✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ s✐ A/J(A) ≈ τ ✳
▲❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✸✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t τ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ G t❡❧ q✉❡ J(τ) = 1✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❣r♦✉♣❡
Uτ (G) = 〈A 6 G|A τ ✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡〉.
❖♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ s✐ G = Uτ (G)✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✺✹✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙♦✐❡♥t A ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ G ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
❆❧♦rs A/J(A) ≈ K+ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ A/J(A) ∼=def K+✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ A ❡st ✉♥
0✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
✸✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
Pr❡✉✈❡ ✕ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ A/J(A) ≈ K+ ❛❧♦rs A/J(A) ∼=def K+✳
❈♦♠♠❡ A/J(A) ≈ K+✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ F ❞❡ A
t❡❧ q✉❡ F/J(A) ❡st ✜♥✐ ❡t A/F ∼=def K+✳ P❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ A/J(A) ❡t ❝♦♠♠❡ K+
❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ A/J(A) ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ K+ ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A/J(A) ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ✭❋❛✐t ✶✳✹✹✮✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ A ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✹✶✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ A/J(A) ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ A/J(A) ∼=def K+ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A ❡st ✉♥ 0✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✺✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿
UK(G) = 〈A | A ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t A/J(A) ≈ K+〉
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ G ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ s✐ G = UK(G)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✺✻✳ ✕ ■❧ ♥✬② ❛✉❝✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ♦✉ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❝❛r s✐ K ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ UK✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t ❝❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✹✳
❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ UK✲❣r♦✉♣❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡t q✉✐
♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
♥♦t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
P♦✉r τ = K+✱ ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❞♦♥❝ ét❡♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ét❛❜❧✐❡s s✉r ❧❡s UK✲❣r♦✉♣❡s ✭K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
③ér♦✮ ❛✉① Uτ ✲❣r♦✉♣❡s ❀ ❧❡ ❜✉t ét❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❧❡s ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳
➱t❛❜❧✐ss♦♥s ❧❡ ♣✉s❤ ❢♦r✇❛r❞ s✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✺✼✳✕ ✭P✉s❤ ❢♦r✇❛r❞✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t N
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ f :
G −→ G/N ✳ ❙✐ A ❡st ✉♥ τ ✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs f(A) ❡st ✉♥ τ ✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r f(Uτ (G)) 6 Uτ (f(G))✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r A 6 N ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ f(A) 6= 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡
✷✳✹✼ f(A) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t f(J(A)) = J(f(A))✱ ♠♦♥tr♦♥s ❞♦♥❝
f(A)/f(J(A)) ≈ A/J(A)✳ ❖♥ ❛
AN/N
J(A)N/N
∼=def
AN
J(A)N
=
A
A ∩ J(A)N
=
A
J(A)(A ∩N)
❙✐ A = J(A)(A∩N)✱ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ A ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♦♥ ❛ A = A∩N ❞✬❛♣rès
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✹✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ A 6 N ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①❝❧✉✳ ❉✬♦ù A 6= J(A)(A ∩N)✱ ❡t
♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A/J(A)✱ J(A)(A ∩N)/J(A) ❡st ✜♥✐✳ ❈♦♠♠❡
AN/N
J(A)N/N
∼=def
A
J(A)(A ∩N)
∼=def
A/J(A)
J(A)(A ∩N)/J(A)
✸✽
✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s
♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ f(A)/f(J(A)) ∼=def
AN/N
J(A)N/N
≈ A/J(A)✳ 
▲❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✽ ❞♦♥♥❡ ❧❡ P✉❧❧✲❜❛❝❦ s✉r ❧❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✺✽✳ ✕ ✭P✉❧❧ ❜❛❝❦✮ ❙♦✐❡♥t G,N ❡t τ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✼✳ ❆❧♦rs
♦♥ ❛
Uτ (G/N) = Uτ (G)N/N.
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙❡ ❞é❞✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✽✳ 
Uτ ✲❣r♦✉♣❡s ❡t ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❡st ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❋❛✐t ✷✳✶✻✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✾✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s τ1, ..., τn ❛✈❡❝ J(τi) = 1 ♣♦✉r t♦✉t
i = 1, ..., n t❡❧s q✉❡
G = Uτ1(G) ∗ ... ∗ Uτn(G).
❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r t♦✉s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s τ, τ
′
t❡❧s q✉❡ τ 6≈ τ
′
✱ ♦♥ ❛
[Uτ (G) , Uτ ′ (G)] = 1.
Pr❡✉✈❡ ✕ ✶✮ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s τi
❛✈❡❝ J(τi) = 1 ❡t t❡❧s q✉❡ G = Uτ1(G)...Uτn(G)✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G 6= 1✳ ❆❧♦rs
❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✻ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❩✐❧✬❜❡r ✭❋❛✐t ✶✳✶✼✮ ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s A1, . . . , An ❞❡ G t❡❧s q✉❡ G = A1 . . . An✳
P♦s♦♥s τi = Ai/J(Ai)✳ ❆❧♦rs J(τi) = 1 ❡t Ai 6 Uτi(G) ♣♦✉r t♦✉t i ❀ ❡t ♦♥ ❛
G = Uτ1(G) . . . Uτn(G)
✷✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s τi 6≈ τj ♣♦✉r t♦✉t i 6= j✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ [Uτi(G), Uτj(G)] = 1✳
❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r rk(G)✳ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ Z(G)✳
P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ [Uτi(G/A), Uτj(G/A)] = 1✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✼ ♦♥ ❛
[Uτi(G/A), Uτj(G/A)] = [Uτi(G)A/A , Uτj(G)A/A] = [Uτi(G), Uτj(G)]A/A,
❛❧♦rs [Uτi(G), Uτj(G)] 6 A 6 Z(G)✳ ❙♦✐t u ∈ Uτi(G) ♥❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛♥t ♣❛s Uτj(G)✱
❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
adu : Uτj(G) → A
v 7→ [u, v]
,
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡t ♦♥ ❛
Uτj(G)
keradu
∼=def adu(Uτj(G))
❈♦♠♠❡ adu(Uτj(G)) ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs ♣❛r G✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A ♦♥ ❛
Uτj(G)/ker(adu)
∼=def A,
✸✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❡t A ❡st ✉♥ Uτj ✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✽✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ A ❡st
✉♥ Uτi✲❣r♦✉♣❡✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❛❜é❧✐❡♥ ❛❧♦rs J(A) = 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
A ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹✹✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ A ≈ τi ❡t A ≈ τj✱
❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t ❛✐♥s✐ τi 6≈ τj ❀ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✻✵✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ S ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ G ❡t H ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✳ ❆❧♦rs [H,S] ❡st
✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r S = {s} ❡t ♦♥ ♣♦s❡ Y = Uτ ([H, s])✳ ▼♦♥✲
tr♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡ ❞❡ H q✉❡ Y ⊳ H✳ ❙✐ H ❡st ❛❜é✲
❧✐❡♥✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ H ❡st ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
Y Z(H)/Z(H)⊳H/Z(H)✱ ❡t ❞♦♥❝ Y ⊳H✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
s✉r❥❡❝t✐✈❡
f : H/Y → [H, s]/Y
x 7→ [x, s]
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ f ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❈♦♠♠❡ H ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ♥♦r♠❛❧
❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ [H, s]/Y ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✳✺✾✱ ♦♥ ❛
[H, s]
Y
= Uτ1
(
[H, s]
Y
)
∗ ... ∗ Uτn
(
[H, s]
Y
)
,
♣♦✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s τ1, ..., τn t❡❧s q✉❡ J(τi) = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✽ ♦♥ ❛ Uτ ([H , s]/Y ) = 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r τi 6≈ τ ♣♦✉r t♦✉t
i = 1, ..., n✳ ❈♦♠♠❡ H ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✼✱ H/Y ❡st
❛✉ss✐ ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✾ ♦♥ ❛
Uτi
(
[H, s]
Y
)
6 Uτi
(
H
Y
)
6 CH/Y
(
Uτ
(
H
Y
))
= Z(H/Y )
❝✬❡st à ❞✐r❡ H/Y ❝❡♥tr❛❧✐s❡ [H, s]/Y ✳ ❆❧♦rs f ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❆✐♥s✐
[H, s]/Y ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✼✱ ❡t ❝♦♠♠❡ Uτ ([H, s]/Y ) ❡st
tr✐✈✐❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✻✶✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❛❧♦rs
G
′
❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✳
✷✳✷✳✸ Uτ ✲●r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✷✳ ✕ ❯♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s s♦♥t ❞❡s Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✻✸✳ ✕ ▲❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞✬✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ s♦♥t
❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✻✹✳ ✕ ❯♥ q✉♦t✐❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ✉♥ Uτ ✲
❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
✹✵
✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✼ G/H ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✳ ❙♦✐t K ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ G t❡❧ q✉❡ K/H s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G/H✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r K◦ ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ♣✉✐sq✉❡ G ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❆✐♥s✐
K/H = K◦H/H ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✼✳ 
▲❡♠♠❡ ✷✳✻✺✳ ✕ ❚♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣❛r ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t H ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G t❡❧ q✉❡ G/H s♦✐t ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❀ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
G ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈♦♠♠❡ G/H ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ✭❤♦♠♦❣è♥❡✮ ❛❧♦rs
G ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✽✳ ❙♦✐t L ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs LH/H ∼= L/L ∩H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡
❞❡ G/H ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✺✽✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
L = Uτ (L)(L ∩H) = Uτ (L)(L ∩H)
◦
▼❛✐s (L∩H)◦ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H✱ ❛❧♦rs (L∩H)◦ ❡st ✉♥
Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ L✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (L∩H)◦ 6 Uτ (L) ❡t ♦♥ ❛ L = Uτ (L)✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✻✻✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡✉① Uτ ✲
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s A ❡t B t❡❧s q✉❡ G = AB✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A ❡st ♥♦r♠❛❧
❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs G ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ G/A = AB/A ∼= B/A ∩ B ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❡
▲❡♠♠❡ ✷✳✻✹✱ ❡t ❝♦♠♠❡ A ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs G ❧✬❡st ❛✉ss✐ ❞✬❛♣rès
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✻✺✳ 
▲❡♠♠❡ ✷✳✻✼✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ H ❡t K ❞❡✉① s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ G✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ H ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t K
✉♥ Uτ ′ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛✈❡❝ τ 6≈ τ
′
✳ ❆❧♦rs H ∩K ❡st ✜♥✐✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ (H∩K)◦ ❞❡ H ❡t K ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❡t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❞♦♥❝ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❡t ✉♥ Uτ ′ ✲❣r♦✉♣❡✳ ❙✐ (H ∩ K)
◦ 6= 1✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A ❞❡ (H ∩K)◦ t❡❧ q✉❡ A/J(A) ≈ τ
❡t A/J(A) ≈ τ
′
✱ ❛✐♥s✐ ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ≈✱ ♦♥ ❛ τ ≈ τ
′
✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①❝❧✉✳ ❉✬♦ù
(H ∩K)◦ = 1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ H ∩K ✜♥✐✳ 
■❧ ❡st ♥❛✉tr❡❧ ✐❝✐ ❞❡ s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❛ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✻✽✳ ✕ ❯♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st s♦✐t ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ s♦✐t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♠❛✉✲
✈❛✐s ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t H ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H ♥✬❡st ♣❛s ♥✐❧✲
♣♦t❡♥t✳ ❙♦✐t F ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥✲rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ H ❡t ♠✐♥✐♠❛❧
♣♦✉r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❀ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ F ❡st ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ F ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
✹✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ F ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✹✼✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ B/F (B)◦
❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ ❙✐ B ♥✬❡st ♣❛s ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t B/F (B)◦
❡st ✐♥✜♥✐✳ ❙♦✐t A/F (B)◦ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ B/F (B)◦✳
❆❧♦rs A/F (B)◦ ❡st ✉♥ τ ✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✶✷✱
s♦✐t A/F (B)◦ ❡st ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡✱ s♦✐t A/F (B)◦ ∼=def K+ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥✲
t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❙✐ A/F (B)◦ ∼= K+✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡
τ = K+ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✹✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ B ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❉♦♥❝ A/F (B)◦ ❡st ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ❡t ✉♥ τ ✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r τ ❡st
✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ❡t t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❛✉ss✐✳ ❆✐♥s✐ F (B)◦
❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❧✉✐ ♠ê♠❡ ✉♥
♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ✭❋❛✐t ✶✳✻✻✮✳ P❛r r✐❣✐té ❞❡s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡s ✭❋❛✐t ✶✳✻✽✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ F (B)◦
❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s B✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ B ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
❞♦♥❝ q✉❡ B ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ♥♦tr❡ ♣r❡✉✈❡✳ 
✷✳✷✳✹ ●r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts
▲❡♠♠❡ ✷✳✻✾✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G/Z(G)◦ ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ G ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs G/Z(G)◦ ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✳
❉❡ ♣❧✉s G ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✾ [G,Uτ ′ (G)] =
[Uτ (G), Uτ ′ (G)] = 1 ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ τ
′
t❡❧ q✉❡ τ 6≈ τ
′
✳ ❆❧♦rs
Uτ ′ (G) 6 Z(G)
◦ ♣♦✉r t♦✉t τ
′
t❡❧ q✉❡ τ 6≈ τ
′
✳ ❙♦✐t L ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡
G t❡❧ q✉❡ L/Z(G)◦ s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ t✐✈✐❛❧ ❞❡G/Z(G)◦✳
❆❧♦rs L ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡
▲❡♠♠❡ ✷✳✺✾ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s τ1, ..., τn✱ ❛✈❡❝ J(τi) = 1 ♣♦✉r
t♦✉t i t❡❧s q✉❡
L = Uτ1(L) ∗ ... ∗ Uτn(L).
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ Uτi(L) 6 Z(G)
◦ ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ τ 6≈ τi✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
L = Uτ (L)Z(G)
◦✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ L/Z(G)◦ ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✽✳
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ G/Z(G)◦ ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✵✳ ✕ ❙✐ G ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G
′
❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ Pr♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ❞❡ G✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ s✐ G ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ G ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥
❡t s♦✐t g ∈ Z2(G) \ Z(G)✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ γ : G −→ γ(G), u 7→ [g, u] ❡st ✉♥
❤♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❡t γ(G) ∼= G/CG(g). ❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✻✾
G/Z(G)◦ ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✱ ❛❧♦rs
γ(G) ∼=
G
CG(g)
∼=
G/Z(G)◦
CG(g)/Z(G)◦
❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ 2.64.
✹✷
✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s
❈♦♠♠❡ g ∈ Z2(G) \ Z(G) ❛❧♦rs γ(G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G ❡t
G/γ(G) ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛(
G
γ(G)
)′
=
G
′
γ(G)
γ(G)
❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
❡t ❛❧♦rs G
′
❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✻✺✳ 
▲❡♠♠❡ ✷✳✼✶✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙✐ G ❛ ✉♥
Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ❛❧♦rs Z(G)◦ ❛✉ss✐✳
Pr❡✉✈❡ ✕ Pr♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡ ❞❡ G✳ ❖♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❙♦✐t U ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ G✳ ❙✐
U ∩ Z(G) = U ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ r✐❡♥ à ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s U ∩ Z(G) 6= U ✳ ❆❧♦rs
UZ(G)/Z(G) ❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ G/Z(G) ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡
✷✳✻✹✳ ❆❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ V/Z(G)
❞❡ Z(G/Z(G))◦ = Z2(G)◦Z(G)/Z(G)✳ ❙♦✐t x ∈ G \ CG(V )✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
ξ : V/Z(G)→ Z(G), v¯ 7→ [v, x] ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t
Imξ ∼=
V/Z(G)
Kerξ
❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ 2.64.
❈♦♠♠❡ Imξ 6 Z(G)✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ 
▲❡♠♠❡ ✷✳✼✷✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs
✭✐✮ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦r♠❛❧✳
✭✐✐✮ s✐ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G ❛ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ▲❡ ♣♦✐♥t (i) ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✻✻✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ Uτ ✲
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t♦✉s ❧❡s Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♥♦r♠❛✉①
❞❡ G✳ P♦✉r (ii)✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t (i) ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✻✹✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G ♥✬❛
♣❛s ❞❡ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Z(G)◦ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s
❞❡ ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡
✷✳✼✶✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✸✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t A ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs A ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ A✱ ❛❧♦rs B ❡st
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t ♦♥ ❛ J(B) = 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r B ❡st ✉♥ Uτ0✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
♣♦✉r τ0 ≈ B✳ P❛r G✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A ♦♥ ❛ A = 〈Bg | g ∈ G〉 ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡
✷✳✻✻✱ A ❡st ✉♥ Uτ0✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✻✼ ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✼✹✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ G ❛❣✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t H✳
❆❧♦rs [G,H] ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
✹✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ❡st ✉♥ ❝♦♥tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ t❡❧ q✉❡ GH = H ⋊G s♦✐t
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ♠✐♥✐♠❛❧✳
✶✮ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ H ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✼✷(ii)✱ H ❛ ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ A✳ ❙✐
A 6= 1✱ ❛❧♦rs [G,H]A/A ❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ H ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té
❞❡ GH ✳ ❆❧♦rs [G,H] ❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✻✺✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ♥♦tr❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉♦♥❝ H ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧✱ ❡t ❝♦♠♠❡ H ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✵ ❞♦♥♥❡
H
′
= 1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ H ❛❜é❧✐❡♥✳
✷✮▼♦♥tr♦♥s q✉❡ G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✹✵✱ G/CG(H)◦ ❛ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❝♦♥♥❡①❡
❛❜é❧✐❡♥ A/CG(H)◦✳ ❙✐ rk(G) 6= rk(A/CG(H)◦)✱ ❛❧♦rs [A,H] ❡st Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ H ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ GH ✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t✭✶✮ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ q✉❡ [A,H] = 1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ A 6 CG(H)✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉
❝❤♦✐① ❞❡ A/CG(H)◦✳ ❉♦♥❝ rk(G) = rk(A/CG(H)◦) = rk(A) ❡t rk(CG(H)◦) = 0✳
❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ G = A ❡t CG(H)◦ = 1✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳
✸✮▼♦♥tr♦♥s q✉❡ [G,H] = H✳
❙✉♣♣♦s♦♥s [G,H] 6= H✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✻✵
❧❡ ❣r♦✉♣❡ [G,H] ❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ H✳ P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ GH ❡t ❞✬❛♣rès
❧❡ ♣♦✐♥t ✭✶✮ ♦♥ ❛ [G, [G,H]] = 1✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ❛❜❡❧✐❡♥✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ G
′
H 6 H✱ ❡t
❝♦♠♠❡ H ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ♦♥ ❛ [GH , H] = [G,H] ❡t [GH , [G,H]] = [G, [G,H]] = 1✳
❉♦♥❝ [GH , [GH , G
′
H ]] = 1 ❡t GH ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ■❧ ✈✐❡♥t
[G,H] = [G,Uτ (H)] 6 [GH , Uτ (GH)] = Uτ (GH)
′
❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ 2.59.
▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✵ Uτ (GH)
′
❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs [G,H]
❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞✬♦ù [G,H] = H✳
✹✮▼♦♥tr♦♥s q✉❡ H ❛ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ A ❡t q✉❡ H/A ❡st ✉♥
Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s G✲♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ H✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✸✮ ❡t
♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ GH ✱ H/A = [G,H]A/A ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❆❧♦rs
B/B ∩ A ∼= BA/A ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✽ ♦♥ ❛ B =
Uτ (B)(A ∩ B)✳ ❙✐ A 6= B✱ ❛❧♦rs ♣❛r G✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A ✭r❡s♣✳ B✮✱ A ∩ B ❡st
✜♥✐ ❡t ♦♥ ❛ B = Uτ (B) ♣❛r ❝♦♥♥❡①❡✐té ❞❡ B✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✸
q✉❡ B ❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ H✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ✭✶✮✱ ❞✬♦ù A = B✳
✺✮ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ CG(A) = CG(H) = CG(H/A)✳
❙♦✐t x ∈ G✱ ❝♦♠♠❡ H ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ γx : H → H ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t
h ∈ H ♣❛r γx(h) = [x, h] ❡st ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ H✳ ❈♦♠♠❡ H ❡st ✉♥ Uτ ✲
❣r♦✉♣❡✱ im(γx) ∼= H/CH(x) ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✻✵✳ ❉❡ ♣❧✉s
✹✹
✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s
❝♦♠♠❡ G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ G ❛❣✐t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r im(γx)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s x ∈ CG(A)✳
❈♦♠♠❡ H/A ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs
H
CH(x)
∼=
H/A
CH(x)/A
❡st ✉♥ Uτ − ❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡.
❉♦♥❝ im(γx) ∼= H/CH(x) ❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ H ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡
♣♦✐♥t ✭✶✮ ♦♥ ❛ im(γx) = 1✳ ❉♦♥❝ x ∈ CG(H)✱ ❞✬♦ù ❧✬é❣❛❧✐té CG(H) = CG(A)✳
❙♦✐t x ∈ CG(H/A)✳ ❆❧♦rs im(γx) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ A✳ ❈♦♠♠❡ im(γx) ❡st
❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛rG✱ ❛❧♦rs s♦✐t im(γx) = 1✱ s♦✐t im(γx) = A✳ ❙✐ im(γx) = A✱
❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✸ A ❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ H✱ ❝❡ q✉✐
❝♦♥tr❡❞✐t ✭✶✮✳ ❆✐♥s✐ im(γx) = 1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ x ∈ CG(H)✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳
✻✮▼♦♥tr♦♥s q✉❡ H/A ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✳
❙♦✐t B/A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ H/A✳ ❈♦♠♠❡ H/A ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs B/A ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❡t ♦♥ ❛ B = Uτ (B)A ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡
✷✳✺✽✳ ❈♦♠♠❡ Uτ (B) ❡st G✲♥♦r♠❛❧✱ ❛❧♦rs A 6 Uτ (B) ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲
♠✐♥✐♠❛❧ A✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ B = Uτ (B)✳ ❙✐ H 6= B✱ ❛❧♦rs ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ GH ✱ [G,B]
❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ H ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✶✮ ♦♥ ❛ [G,B] = 1✳
❈♦♠♠❡ A 6 B✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ [G,A] = 1 ❡t ❛❧♦rs G ❝❡♥tr❛❧✐s❡ H ❞✬❛♣rès ✭✺✮✳ ❈❡ q✉✐
❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ G ❡t H✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t H = B✱ ❡t H/A
❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✳
✼✮▼♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥✳
❙♦✐t R ❧❡ s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉ ❞❡ End(H) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r L = G/CG(H)✳ ❆❧♦rs R ❡st
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝❛r G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ P♦✉r t♦✉t u ∈ R✱ ker(u) ❡t im(u) s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❡t G✲♥♦r♠❛✉① ❞❡ H ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ G✱ ♦♥ ❛
ker(u)g = ker(ug) = ker(u)✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ im(u)g = im(u)✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡s ♣♦✐♥ts
✭✹✮ ❡t ✭✻✮✱ s♦✐t ker(u)◦ = 1✱ s♦✐t ker(u) = A✱ s♦✐t ker(u) = H✳ ❙✐ ker(u) = A✱
❛❧♦rs ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✻✹ ❡t ✭✹✮ ❡♥tr❛✐♥❡♥t q✉❡ im(u) ∼= H/A ❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ H ❡t im(u) ❡st ✉♥ Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ H✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t
✭✶✮✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t u ∈ R✱ ♦♥ ❛ s♦✐t ker(u)◦ = 1✱ s♦✐t ker(u) = H✳
❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✶ à A⋊L✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r l t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
u ∈ R✱ u|A = g1+ ...+gl✱ ❛✈❡❝ gi ∈ L✳ P♦s♦♥s v = g1+ ...+gl ∈ R✳ ❆❧♦rs ker(u−v)
❝♦♥t✐❡♥t A ❡t ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ker(u − v) = H✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ u = v✳ ❉♦♥❝
t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ R ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ l é❧é♠❡♥ts ❞❡ L✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r R ❡st ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t u, v ∈ R✱ ♦♥ ❛ u = v s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u|A = v|A✳ ❆❧♦rs R(A)✱ ❧❡ s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉
❞❡ End(A) ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r L ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à R✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
R(A)+ ∼= R+ ∼= A ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✶✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝♦♠♠❡ CG(H/A) = CG(H)✱ ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✶✼ à H/A ⋊ L✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ R(H/A)+ ∼= R+ ∼= H/A✳ ❖♥
❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ A ∼= H/A✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ✭✶✮ ❡t ✭✹✮✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
✹✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
✷✳✷✳✺ U ∗✲❣r♦✉♣❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✺✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❖♥ ♥♦t❡ U∗(G)✱ ❧❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r t♦✉s ❧❡s Uτ ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦r♠❛✉① ❞❡ G
♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ τ t❡❧ q✉❡ J(τ) = 1
❖♥ ❞✐t q✉❡ G ❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡ s✐ G = U∗(G)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✼✻✳ ✕ P♦✉r G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ U∗(G) ❡st ✉♥ U∗✲
❣r♦✉♣❡ ✐✳❡✳ U∗(G) = U∗(U∗(G))✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✼✳ ✕ ❙✐ G ❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠✲
♣♦s❛❜❧❡s τ1, ..., τn ❛✈❡❝ J(τi) = 1 t❡❧s q✉❡ G = Uτ1(G) ∗ ... ∗ Uτn(G)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r
t♦✉t i = 1, ..., n Uτi(G) ✉♥ Uτi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t Uτi(G) ∩ Uτj(G) ❡st ✜♥✐ ♣♦✉r
t♦✉t τi 6≈ τj✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ G = Uτ1(G) ∗ ... ∗ Uτn(G) ❛✈❡❝ τ1, ..., τn ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s t❡❧s q✉❡ J(τi) = 1 ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✼✷(i)✱ s♦✐t
Vi ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ Uτi✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs G = V1...Vn✳ ❙♦✐t
s ∈ {1, ..., n}✳ P♦s♦♥s W0 = Vs ❡t
Wk := 〈Vi | i ∈ {1, ..., k} ∪ {s}〉 ❛✈❡❝ k = 1, .., n.
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Ws = Ws−1✳ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ G t❡❧ q✉❡
A/J(A) ≈ τs✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s l ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ A 6 Wl✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
l 6= 0✳ ❆❧♦rs
A/(A ∩Wl−1) ∼= AWl−1/Wl−1 →֒ Wl/Wl−1 ∼= Vl/Vl ∩Wl−1
❡t Vl ❡st ✉♥ Uτl✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ AWl−1/Wl−1 ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥
τs✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t ✉♥ τl✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ Ws = Ws−1✱ ❛❧♦rs l 6= s ❡t ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ AWl−1/Wl−1 ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ A 6 Wl−1✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛
♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ l✳ ❉♦♥❝ l = 0 ❡t ♦♥ ❛ A 6 W0 = Vs✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ Uτs(G) 6 Vs ❡t ♦♥
❛ ♠ê♠❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❝❛r ♦♥ ❛ ❞é❥❛ Vs 6 Uτs(G)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Uτs(G) ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ Uτi(G)∩Uτj(G) s♦✐t ✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t τi 6≈ τj ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✷✳✻✼✳
❆✉ss✐ ♦♥ ❛ [Uτi(G), Uτj(G)] 6 Uτi(G) ∩ Uτj(G) ❡t ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
[Uτi(G), Uτj(G)] = 1 ♣♦✉r t♦✉t τi 6≈ τj✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼✽✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡✳ ❆❧♦rs Uτ (G) ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ τ t❡❧ q✉❡ J(τ) = 1✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼✾✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs U∗(G) ❡st ❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ U∗✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❛❧♦rs U∗(G)
❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ U∗✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐tH ✉♥ U∗✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡G✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✳✼✼ ♦♥ ❛
H = Uτ1(H) ∗ ... ∗ Uτn(H)
✹✻
✷✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡s
♦ù Uτi(G) ❡st ✉♥ Uτi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❈♦♠♠❡ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs Uτi(G) ❧✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, ..., n✳ ❆✐♥s✐ Uτi(H) 6 U
∗(G)
♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t H ≤ U∗(G)✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✼✷(ii)✳ 
P♦✉r G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ U∗(G) s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡
❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s Uτ ✲❣r♦✉♣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡
✷✳✻✽✱ ❝❡ r❛❞✐❝❛❧ ❡st s♦✐t ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ s♦✐t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
s✐ G ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs U∗(G) ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✽✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs
G ❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Uτ (G) ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ τ t❡❧ q✉❡ J(τ) = 1✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽✶✳ ✕
✭✐✮ ❚♦✉t q✉♦t✐❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡✱
✭✐✐✮ ❚♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s G ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡✳ ✭✐✮ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ τ t❡❧ q✉❡ J(τ) = 1 ♦♥ ❛
Uτ (G/A) = Uτ (G)A/A✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼✽ Uτ (G) ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Uτ (G/A) ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❝♦♥❝❧✉t
❞✬❛♣rès ❧❡ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✽✵✳
✭✐✐✮ ❙♦✐t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs Uτ (H) 6 Uτ (G)✱ ❡t
❞♦♥❝ Uτ (H) ❡st ✉♥ Uτ ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼✽ ❡t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡
✷✳✻✸✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✽✵✳ 
▲❡♠♠❡ ✷✳✽✷✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙✐ G ❛❣✐t
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t H✱ ❛❧♦rs [G,H]
❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ H ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✾
♦♥ ❛ H = Uτ1(H) ∗ ... ∗ Uτn(H)✳ ❆✐♥s✐
[G,H] = [G,Uτ1(H)] ∗ ... ∗ [G,Uτn(H)]
❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✼✹ ♦♥ ❛ [G,Uτi(H)] = Uτi([G,H]) ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❉✬❛♣rès
❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✽✵ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✸✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❆❧♦rs G
′
❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t C ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ❆❧♦rs C
′
❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡
❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✽✷✳ ❉❡ ♠ê♠❡ L = [G,F (G)◦] ❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
❋❛✐t ✶✳✹✽ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ G2 6 L✱ ❡t G/L ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ P✉✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✺✺ ♦♥
♦❜t✐❡♥t G = LC✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ G
′
/L = C
′
L/L✱ ❞✬♦ù ❧✬é❣❛❧✐té G
′
= LC
′
✳ ❈♦♠♠❡
G
′
❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✼✾ L ❡t C
′
s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡
U∗(G
′
) ❡t ♦♥ ❛ G
′
= U∗(G
′
)✳ ❆✐♥s✐ G
′
❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡✳ 
✹✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❯♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✽✹✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s τ1, ..., τn ❛✈❡❝ J(τi) = 1 ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧s
q✉❡
G
′
= Uτ1(G
′
) ∗ ... ∗ Uτn(G
′
)
❉❡ ♣❧✉s U˜τi(G
′
) ∩ Uτj(G
′
) ❡st ✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t τi 6≈ τj✳
Pr❡✉✈❡ ✕ G
′
❡st ✉♥ U∗✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✽✸✱ ❡t ♦♥ ❧❡ r❡s✉❧t❛t
❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✼✳ 
✹✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✮✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r ❧❡
r❛❞✐❝❛❧ rés♦❧✉❜❧❡✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❋✐tt✐♥❣ ❡t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r ❧❡
❝❡♥tr❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
③ér♦✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥ ♣❡t✐t r❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✸✳✶✳ ✕ ❙♦✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ H✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r h ∈ H✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Inth ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥t❡r✐❡✉r ❞♦♥♥é ♣❛r h✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t Inth(x) = xh✳ ❖♥
♥♦t❡ Int(H)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✐♥tér✐❡✉rs ❞❡ H✳
❙✐H ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ✭r❡s♣✳ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✮✱ ♦♥ ♥♦t❡ Autdef (H)
✭r❡s♣✳ Autalg(H)✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ✭r❡s♣✳ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✮
❞❡ H✳
❋❛✐t ✸✳✷✳ ✲ ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✹❪ ❙♦✐t G = G⋊H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
♦ù G ❡t H s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✱ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ s✉r
✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❡t H ❛❣✐ss❛♥t ✜❞è❧❡♠❡♥t s✉r G✳ ❆ss✐♠✐❧❛♥t H à ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Aut(G)✱ ♦♥ ❛ H 6 Int(G)Γ✱ ♦ù Γ ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ G r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❇♦r❡❧ ❞❡ G✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳ ✕ ❈♦♠♠❡ Γ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ s✐ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ❞✉ ❢❛✐t ✸✳✷ ❡st
❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs H s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s G✳
❋❛✐t ✸✳✹✳ ✲ ❬✶✽✱ ❋❛✐t ✹✳✻❪ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
③ér♦✱ ❡t s♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❙✐ G ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s
✹✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ H =
G⋊A✱ ♦ù A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛❣✐ss❛♥t ✜❞è❧❡♠❡♥t ❡t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥
s✉r G ❡t t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ϕ ❞❡ G✱ ✐❧ ❡①✐st❡ a ∈ A
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ϕ = Inta✳
▲❡ ❋❛✐t ✸✳✹ ❡st ❛ss❡③ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❛r ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡
q✉❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t
❛✣♥❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ❡st ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❡ ❋❛✐t ✸✳✺ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t
♦✉ s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
❋❛✐t ✸✳✺✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✶✽✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✼❪✮ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❡t s♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❙✐
G ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❛❧♦rs t♦✉t ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❞❡ G ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
▲❡ ❋❛✐t ✸✳✻ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✹ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳
❋❛✐t ✸✳✻✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✶✽✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✽❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ❛❣✐t ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ✜❞è❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ U ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❙✐ U ❡st
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ❛❧♦rs U ⋊G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
✸✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼✳ ✕ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❞✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡✱ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn✱ s✐ G s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ GLm1(K1) × ... × GLmn(Kn)✱ ♣♦✉r
m1, ...,mn ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦s✐t✐❢s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✽✳ ✕
✶✳ ▲❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳
✷✳ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳
✸✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t G × H ❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s G ❡t H ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❡ ❋❛✐t ✸✳✾ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❬✷✷✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✻❪✳
✺✵
✸✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
❋❛✐t ✸✳✾✳ ✲ ❙♦✐❡♥t (Hi)i ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥♦r♠❛✉① ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ G t❡❧❧❡ q✉❡ G/Hi s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r
t♦✉t i✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i1, ..., in t❡❧s q✉❡ ∩iHi = ∩
in
k=1Hik ✱ ❡t G/(∩iHi) s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s G/ ∩ni=1 Hi →֒ G/H1 × ...×G/Hn✳
P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t G/G◦ ❡st ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r t♦✉t ❝♦r♣s ❝❛r ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✾✱ G
❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ t❡❧ q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡
G ♣❛r ❝❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❀ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ W˜ (G)✳
❉❛♥s ❬✸✷❪✱ ▼✉st❛✜♥ ❞r❡ss❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ✈♦♥t
❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ✉t✐❧❡ à ♥♦tr❡ ét✉❞❡✳ ❚♦✉t ❡♥ ❧❡s r❛♣♣❡❧❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣é♥é✲
r❛❧✐s❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳
❋❛✐t ✸✳✶✵✳ ✲ ✭▼✉st❛✜♥✱ ❬✸✷✱ ▲❡♠♠❡ ✶✳✼❪✮❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s
❞❡ GLn(K) ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts s♦♥t ❢❡r♠és ❝♦♥♥❡①❡s✳
❋❛✐t ✸✳✶✶✳ ✲ ❬✸✷✱ ▲❡♠♠❡ ✷✳✹❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K✳ ❆❧♦rs ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G/σ(G)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
▲❡s ❋❛✐ts ✸✳✶✷ ❡t ✸✳✶✸ ♣ré❝✐s❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t
G/σ(G) s❡❧♦♥ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❝♦r♣s K✳
❋❛✐t ✸✳✶✷✳ ✲ ✭▼✉st❛✜♥✱ ❬✸✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ p✳ ❆❧♦rs G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞✐r❡❝t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r K✳
❋❛✐t ✸✳✶✸✳ ✲ ✭▼✉st❛✜♥✱ ❬✸✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✾❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs G/σ(G) ❡st ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ s❛♥s
✉♥✐♣♦t❡♥ts ❡t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✳
▲❡ ❢❛✐t q✉✐ s✉✐t ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ❋❛✐ts ✸✳✶✷ ❡t ✸✳✶✸ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥
❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
❋❛✐t ✸✳✶✹✳ ✲ ❬✸✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✶❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
❆❧♦rs t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✺✳ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✸ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ G✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G ❡st ✉♥
♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡✳
✺✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ G
❧❛ ❝❧♦tûr❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G ❞❡ GLn(K) ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❡t n ❡st
✉♥ ❡♥t✐❡r✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✻✳ ✕ ❙✐ H ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s F✱ ❛❧♦rs ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s σ(H) ❡t F (H) s♦♥t ❢❡r♠és ❡t ♥♦r♠❛✉①✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✼✶✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s q✉♦t✐❡♥ts H/F (H) ❡t H/σ(H)
s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r F✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✶✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ❞❡s ❝♦r♣s K1, ...,Kn✳ ❆❧♦rs G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❝❡s ♠ê♠❡
❝♦r♣s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐❡♥t L1, ..., Ln ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K1, ...,Kn
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ t❡❧s q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡ H ❞❡ L1 × ... × Ln✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ Li ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡
❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡ pi(H) ♦ù pi ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r Li ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s
Lj ♣♦✉r j 6= i✳ ❈♦♠♠❡ σ(H) ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s H✱ ❛❧♦rs pi(σ(H)) ❡st
rés♦❧✉❜❧❡ ❡t ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s pi(H) ❀ ❞♦♥❝ pi(σ(H)) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
♥♦r♠❛❧ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ Li ❡t ♦♥ ❛ pi(σ(G)) 6 σ(Li) ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
σ(H) 6 G ∩ (σ(L1)× ...× σ(Ln))
❖r H ∩ (σ(L1)× ...× σ(Ln)) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ H✱ ❞♦♥❝ ♦♥
❛ σ(H) = H ∩ (σ(L1)× ...× σ(Ln))✳ P♦s♦♥s R = (σ(L1)× ...× σ(Ln))✳ ❆❧♦rs
G/σ(G) ∼= H/σ(H) = H/H ∩R ∼= HR/R
❡t HR/R ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ (L1× ...×Ln)/R ❡t (L1× ...×Ln)/R
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t à L1/σ(L1)× ...×Ln/σ(Ln)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡
✸✳✶✻ Li/σ(Li) ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Ki ♣♦✉r t♦✉t i = 1, ..., n✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
P♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✾ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
H◦◦ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❩❛r✐s❦✐✲❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ H✱ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s✳
❋❛✐t ✸✳✶✽✳ ✲ ❬✸✷✱ ▲❡♠♠❡ ✶✳✶❪ ❙♦✐❡♥t L ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t G
❩❛r✐s❦✐✲❝❧♦s ❡t ❩❛r✐s❦✐✲❝♦♥♥❡①❡ s✉r L✳ ❆❧♦rs G ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
♣r♦♣r❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✾✳ ✕ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ GLn(K)✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ H◦ = H
◦◦
= H
◦
♦ù H
◦
✭r❡s♣✳ H◦✮ ❡st ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H ✭r❡s♣ H✮ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
✺✷
✸✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é s✉r K ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛
H
◦
6 H
◦◦
✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r H
◦
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐s❛❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✜♥✐ ❞❡ H
◦◦
✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✽✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t H
◦◦
= H
◦
✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt H◦ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
H ❀ ❛❧♦rs ♦♥ ❛H◦ 6 H
◦
= H
◦◦
✳ ❈♦♠♠❡H/H◦ ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rsHH◦/H◦ ∼= H/H∩H◦
❡st ✜♥✐✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ HH◦ ❡st ❢❡r♠é ❡t ♦♥ H = HH◦ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r H/H◦
❡st ✜♥✐✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ H
◦◦
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ H◦ ❀ ❞✬♦ù ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té
H◦ = H
◦◦
= H
◦
✳ 
▲❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✾ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ♥♦✉s ♥✬❛✉r♦♥s ♣❧✉s
à ♥♦✉s s♦✉❝✐❡r ❞❡ s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❝♦♥s✐❞éré❡
♦✉ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ G✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞♦♥♥é✱ ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐tés ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ G ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✵ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❋❛✐t ✸✳✶✸✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡
G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs
G/σ(G) = H1 × ...×Hn × C
♦ù Hi ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r Ki ❡t C ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s rés♦❧✉❜❧❡s ❡t ❝♦♥♥❡①❡s s♦♥t ❛❜é❧✐❡♥s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ P♦s♦♥s H = G/σ(G) ❀ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r H 6 L1 × ... × Ln ♣♦✉r
L1, ..., Ln ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K1, ...,Kn r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♥s✐✲
❞ér♦♥s pi ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ H s✉r Li ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡s Lj ❛✈❡❝
j 6= i✳ ❙♦✐t Hi ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H ∩ Li✳ ❆❧♦rs Hi ❡st
H✲♥♦r♠❛❧ ❡t ❝♦♠♠❡ σ(H) = 1✱ ♦♥ ❛ σ(Hi) = 1 ❡t ❛❧♦rs Hi ❡st ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r Ki ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✾✸✳ ▼❛✐s Hi ❡st ❛✉ss✐ pi(H)✲
♥♦r♠❛❧✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✷ pi(H)/Ci s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s Int(Hi)
♦ù Ci = Cpi(H)(Hi)✳ P❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ pi(H)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ pi(H) = HiCi✳ ▼❛✐s
Hi ∩ Ci 6 Z(Hi) 6 σ(Hi) ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t pi(H) = Hi × Ci✳ ❈♦♠♠❡
H ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s p1(H)× ...× pn(H)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
H = H1 × ...×Hn × C
♦ù C = H ∩ (C1 × ...×Cn)✳ ❆✉ss✐✱ s✐ B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ rés♦❧✉❜❧❡
❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ C 6 C1 × ... × Cn✱ ❛❧♦rs pi(B) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱
rés♦❧✉❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ Ci ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❡t ♦♥ ❛ B 6 p1(B) × ... × pn(B)✳ ❖r
❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✾✱ pi(B) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ Li✱
❞♦♥❝ pi(B)
′
6 pi(B)
′
❡st ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❀ ❞✬♦ù pi(B)
′
= 1✱ ❡t B ❡st
❛❜é❧✐❡♥✳ 
✺✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
❋❛✐t ✸✳✷✶✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✷✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶❪✮ ❉❛♥s t♦✉t ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ s✐ G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❈❛rt❡r s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
❉❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s♦t✐♦♥ ✸✳✷✺✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡
❇♦r❡❧✳
❋❛✐t ✸✳✷✷✳ ✲ ✭P♦✐③❛t✱ ❬✸✸❪✮ ❙✐ K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ p ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ GLn(K) ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r K✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❋❛✐t ✸✳✷✷ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸✳✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ❆❧♦rs t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t s✐♠♣❧❡ ❞❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G 6 L1× ...×Ln ❛✈❡❝ Li ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r
✉♥ ❝♦r♣s Ki ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s pi ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r Li✳
❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i t❡❧ q✉❡
pi(A) 6= 1 ❡t A ∼=def pi(A)✳ ❈♦♠♠❡ pi(A) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❞❡ Li✱ ❛❧♦rs pi(A) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r Ki
❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✷✷✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r A✳ 
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸ ❞✐t q✉❡ G ❡st ✉♥K✲❣r♦✉♣❡ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ❆✐♥s✐✱
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ G/σ(G) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✶✵ ❡t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧
❞❡ G s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
▲❡ ❋❛✐t ✸✳✷✹ ❡st ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ✉♥ ❢❛✐t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❬✸✷✱ ♣❛❣❡ ✼✻✼❪ q✉❡ ❥❡ ✈❛✐s
r❡❞é♠♦♥tr❡r✱ ❢❛✉t❡ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r ♣❛s tr♦✉✈é ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❋❛✐t ✸✳✷✹✳ ✲ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs NG(B)◦ = B ♣♦✉r
t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ B ❞❡ G✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G t❡❧ q✉❡
NG(B)
◦ 6= B✳ ❆❧♦rs NG(B)◦/B ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❈♦♥s✐✲
❞ér♦♥s A/B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ NG(B)◦/B✳ ❈♦♠♠❡
A/B ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ✭❋❛✐t ✶✳✹✵✮✱ ❛❧♦rs A ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❡t ♦♥ ❛ A◦ 6 B✳ ❈♦♠♠❡ A/B
❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ A/B = 1 ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❈✬❡st ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❋❛✐t ✸✳✷✶✱ à ✉♥❡ s✉❜t✐❧✐té ♣rès✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣r♦✉✈❡r ♥♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ G/σ(G) ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆❧♦rs ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
✺✹
✸✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r rk(G) ❡t deg(σ(G))✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣✲
♣♦s❡r G ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳ ❙♦✐❡♥t B1 ❡t B2 ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧
❞❡ G✳ ❆❧♦rs B1σ(G)/σ(G) ❡t B2σ(G)/σ(G) s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡
G/σ(G)✳ ❙✐ σ(G) ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ g ∈ G t❡❧ q✉❡
B1σ(G) = B
g
2σ(G)✳ ❈♦♠♠❡ B1σ(G) ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ♦♥ ❛ B1 = (B1σ(G))
◦✳ ❉❡ ♠ê♠❡
♦♥ ❛ Bg2 = (B
g
2σ(G))
◦✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t B1 = (B1σ(G))◦ = (B
g
2σ(G))
◦ = Bg2 ✱ ❡t
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ B1 ❡t B2 s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ σ(G) ❡st
✜♥✐✳ ❙✐ σ(G) 6= 1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡
❞❡❣ré ❞❡ σ(G)✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ σ(G) = 1✱ ✐✳❡✳ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
➱❝r✐✈♦♥s G 6 L1× ...×Ln ♦ù Li ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ Ki✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s pi ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r Li ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s
Lk ♣♦✉r k 6= i✱ ❡t ♣♦s♦♥s Gi = pi(G)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Gi ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣♦✉r t♦✉t i✳
❈♦♠♠❡ G ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ j t❡❧ q✉❡ Gj ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉❜❧❡✳ P♦s♦♥s
A = G ∩ (×i 6=jGi)✳ ❆❧♦rs G/A ∼=def Gj ❡t G/A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r
Kj✳ ❙✐ A = 1✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✹✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r A 6= 1✳
❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ BA/A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/A✳ ❈♦♠♠❡ BA/A ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs BA/A ❡st ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ H/A ❞❡ G/A✳ ❙✐ A ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs H◦ ❡st rés♦❧✉❜❧❡
❡t ❝♦♥t✐❡♥t B ❀ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ H◦ = B✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ q✉❡ BA/A = H/A ❡t BA/A
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/A✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ A ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❙♦✐t BA ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ A✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②✱ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡
❇♦r❡❧ ❞❡ A s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✱ ❛❧♦rs ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
H = ANH(BA)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✷✹ ❡t ❝♦♠♠❡ BA 6 (NH(BA)◦∩A)◦ 6 NA(BA)◦✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥tBA = (NH(BA)◦∩A)◦ ❡t (NH(BA)◦∩A)◦ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡✳ P♦s♦♥s
N = NH(BA)
◦∩A✳ ❈♦♠♠❡ NH(BA)◦ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ N/N◦✳ ❆✐♥s✐ N ❡st
rés♦❧✉❜❧❡✳ ❖r H/A ∼= NH(BA)◦/N ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ NH(BA)◦ ❡st
rés♦❧✉❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✳ ❉♦♥❝ NH(BA)◦ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧
B2 ❞❡ H✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♠❡ G/A ∼= Gj ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉❜❧❡✱
♦♥ ❛ H < G ❡t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ H s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳ ❖r B ❡t B2
s♦♥t ❞❡✉① ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ h ∈ H t❡❧ q✉❡ B = Bh2 ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
BA/A = B2A/A = H/A ❡t BA/A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/A✳
❙♦✐❡♥t B1 ❡t B2 s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs B1A/A ❡t B2A/A
s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/A✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✹ ♦♥ ❛ B1A = B
g
2A
♣♦✉r g ∈ G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r B1 ❡t B
g
2 s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ B1A✳
❈♦♠♠❡ G/A ∼= Gj ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs B1A < G ❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ B1 ❡t B2
s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s B1A✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❋❛✐t ✸✳✷✻✳ ✲ ❬✷✷✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✵❪ ❙✐ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✉♥
❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❡❧② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱
❛❧♦rs H/σ(H) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❡ ❋❛✐t ✸✳✷✻ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥
❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r ❡t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ G/σ(G) s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ét❛❜❧✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❋❛✐t
✺✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
✸✳✷✶ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✱ r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✳
❈✬❡st ❝❡ q✉❡ rés✉♠❡ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✼✳ ✕ ❙✐ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ G/σ(G) s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆❧♦rs t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r ✭r❡s♣✳ ❞❡ ❇♦r❡❧✮ ❞❡ H s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s H✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t s✉✐t ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✷✽✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ G/σ(G) s♦✐t
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t H s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❙✐ B ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs BH/H ❡st s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/H✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/H s♦♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ BH/H ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rsBH/H ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ B0/H ❞❡ G/H✳ ❙✐ H ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs B◦0 ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❡t ♦♥
♦❜t✐❡♥t B◦0 = B✳ ❉♦♥❝ BH/H = B
◦
0H/H = B0/H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡
G/H✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ H ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❙♦✐t BH ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡
H✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✼✱ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ H s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✱ ❛❧♦rs
❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐ ❛♣♣❧✐q✉é à B0 ❞♦♥♥❡ B0 = HNB0(B)✳ ▲❡ ❋❛✐t ✸✳✷✹ ❞✐t q✉❡
BH = NH(BH)
◦ ❀ ✐❧ ✈✐❡♥t BH = (NB0(BH)
◦∩H)◦ ❡t (NB0(BH)
◦∩H)◦ ❡st rés♦❧✉❜❧❡✳
❈♦♠♠❡ NB0(BH)
◦ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ (NB0(BH)
◦ ∩ H)/(NB0(BH)
◦ ∩ H)◦✳
❆✐♥s✐✱ NB0(BH)
◦ ∩ H ❡st rés♦❧✉❜❧❡✳ ❖r B0/H ∼= NB0(BH)
◦/(NB0(BH)
◦ ∩ H) ❡st
rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs NB0(BH)
◦ ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r NB0(BH)
◦ ❡st
❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ B1 ❞❡ B0 ❡t ♦♥ ❛ B0 = B1H✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷✼✱ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ B0 s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❀ ❝♦♠♠❡ B ❡t
B1 s♦♥t ❞❡✉① ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ b ∈ B0 t❡❧ q✉❡ B = Bb1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
BH/H = B1H/H = B0/H✱ ❡t BH/H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/H✳ P❛r
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✱ ♦♥
❝♦♥❝❧✉t q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/H ❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ 
❋❛✐t ✸✳✷✾✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✷✷✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✸❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙✐ G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G ❡st é❣❛❧❡ à ❧✬❤②♣❡r❝❡♥tr❡ ❞❡ G✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ G/σ(G)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆❧♦rs σ(G) 6 B✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ B
❞❡ G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Z(G) 6 Z(B)✳
Pr❡✉✈❡ ✕ P♦s♦♥s H = G/σ(G)◦✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ σ(H) = Z(H) = σ(G)/σ(G)◦✳
❉♦♥❝ H/σ(H) ∼= G/σ(G) ❡t H/σ(H) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙♦✐t B/σ(G)◦
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ H✳ ❯♥ t❡❧ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❈❛rt❡r ❞❡ H✳ ❆❧♦rs B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G ❡t ♦♥ ❛ Z(H) 6 B/σ(G)◦
❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✷✾✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ σ(G) 6 B✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
✺✻
✸✳✶ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
❊♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✵ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡
✹✳✶✾✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱ à s❛✈♦✐r q✉❡
❧❡ r❛❞✐❝❛❧ rés♦❧✉❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❇♦r❡❧✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✾✻ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✶✳ ✕ ❉❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ s✐ L1, ..., Ln s♦♥t ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ G ❞❡ L1 × ... × Ln✱ ❝❤❛q✉❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ [F (G), G] s✉r Li ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s Lj ♣♦✉r j 6= i✱ ❡st ✉♥
❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r Ki✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ t♦✉s ❧❡s ❝♦r♣s s♦♥ t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱
♦♥ ❛ [F (G), G] = U1 × ...× Un ♦ù Ui ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ Li✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r Li = pi(G) ♦ù pi ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r Li✳ ❈♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼✱ ♦♥ ❛
F (G) 6 F (L1)× ...× F (Ln)
❆❧♦rs
[F (G), G] 6 [F (L1), L1]× ...× [F (Ln), Ln]
❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✾✻ [F (Li), Li] ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r Ki ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ❧❡s ❝♦r♣s s♦♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs [F (Li), Li] ❡st ✉♥ UKi✲
❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t i ❀ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✽✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
[F (G), G]✳ 
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✷✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥❛✐r❡
s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn✳ ❆❧♦rs G/F (G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ❝♦r♣s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ L1 ×
...×Ln ♦ù L1, ..., Ln s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K1, ...,Kn r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❙♦✐t
pi ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r Li ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡s Lj ♣♦✉r j 6= i✳ ❖♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❝❤❛q✉❡ Li ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡ pi(G)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t F (G) =
G ∩ F (L1)× ...× F (Ln)✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ F = F (L1)× ...× F (Ln)✱ ♦♥ ❛
G/F (G) ∼=def GF/F 6 (L1 × ...× Ln)/F ∼= L1/F (L1)× ...× Ln/F (Ln)
❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✻ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Li/F (Li) ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Ki ♣♦✉r
t♦✉t i ❀ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❡✐♥❡ q✉❡ ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✸✳✶✼ ❡t ✸✳✸✷✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✸✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn✳ ❆❧♦rs G/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ❝♦r♣s✳
✺✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ L1× ...×Ln✱
♦ù Li = pi(G) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Ki ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Z(G) = G ∩ (Z(L1)× ...× Z(Ln))✳
P♦✉r t♦✉t i✱ pi(Z(G)) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Z(pi(G))✱ ❞♦♥❝ pi(G) ❡st ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s CLi(pi(Z(G)))✳ ❈♦♠♠❡ CLi(pi(Z(G))) ❡st ❢❡r♠é✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Li =
pi(G) = CLi(pi(Z(G)))✳ ❉♦♥❝ pi(Z(G)) 6 Z(Li) ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
Z(G) = G ∩ (Z(L1)× ...× Z(Ln))✳ ❆✐♥s✐
G/Z(G) ∼=def GZ(L1 × ...× Ln)/Z(L1 × ...× Ln) →֒ L1/Z(L1)× ...× Ln/Z(Ln)
❡t ❝♦♠♠❡ Li/Z(Li) ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Ki ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
✸✳✷ UK✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❡♥ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ à tr❛✈❡rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
UK✲❣r♦✉♣❡✱ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s UK✲
❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s s♦♥t ♥✐❧♣♦t❡♥ts✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♠✐❡✉① ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣✉r ❝♦r♣s F✱ ♦ù F ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❧❡s UF✲✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ G s✉r
F s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à F+✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s UF✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❡♥ s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❝❡❝✐
♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ✈ér✐✜é✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❋ré❝♦♥ à ❞é✜♥✐r ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ G✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
V (G) = 〈J(A) | A ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ G〉.
▲✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ s❡r❛ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❛✉① UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥ts✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
❊♥ ❡✛❡t ✿
❋❛✐t ✸✳✸✹✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✶✽✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✷❪✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧s q✉❡ G ❡st
✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❆❧♦rs G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ V (G) = 1✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ G ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✹✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ t♦✉t UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❛❜é❧✐❡♥ A
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✱ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ❀ ♦♥ ❛
A ∼=def Kn+ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ G ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs A ∼=
def K+
❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❩✐❧✬❜❡r ✭❋❛✐t ✶✳✸✶✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✺✳ ✕
✶ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ■♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❩✐❧❜❡r✱ V (G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ G✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ G ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❀
✺✽
✸✳✷ UK✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
✷ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✶✺ ♦♥ ❛ V (G/H) = V (G)H/H✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦r♠❛❧ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ H ❞❡ G
❋❛✐t ✸✳✸✻✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✶✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ✐♥t❡r♣ét❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s F ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆❧♦rs G ❛ ✉♥ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r F✳
▼✉st❛✜♥ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✐ s✉✐t✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❏♦r❞❛♥ ❛✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳
❋❛✐t ✸✳✸✼✳ ✲ ✭▼✉st❛✜♥✱ ❬✸✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✶❪✮✭❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▼✉st❛✲
✜♥✮❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡t G ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ GLn(K)✳ ❆❧♦rs ✿
✭✐✮ ❚♦✉t é❧é♠❡♥t g ❞❡ GLn(K) ❡st ♣r♦❞✉✐t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
gs s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t gu q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t✳
✭✐✐✮ ❙✐ gh = hg✱ ❛❧♦rs (gh)s = gshs ❡t (gh)u = guhu✳
✭✐✐✐✮ ❙✐ g ∈ G✱ ❛❧♦rs gs ∈ G ❡t gu ∈ G✳
✭✐✈✮ ❙✐ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ G✱ As = {g ∈ A|g = gs}
❡t Au = {g ∈ A|g = gu} s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ A ❡t ♦♥ ❛
A = As × Au✳
✭✈✮ ❙✐ f ❡st ✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G ❞❛♥s GLn(K)✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r
t♦✉t g ∈ G✱ f(gs) = f(g)s ❡t f(gu) = f(g)u✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✽✳ ✕ ▲❡ ♣♦✐♥t (iv) ❞✉ ❋❛✐t ✸✳✸✼ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉① ❣r♦✉♣❡s
♥✐❧♣♦t❡♥ts✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡
GLn(K) ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs
H = Hu ×Hs ❛✈❡❝ Hu ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❞❡ H ❡t Hs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ H = Hu × Hs ❀ ❞♦♥❝ Hu = Hu ∩ H ❡t Hs = Hs ∩ H✳ ❆✉ss✐✱
♣♦✉r t♦✉t h ∈ H✱ ♦♥ ❛ hu ∈ H ❡t hs ∈ H ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✼(iii)✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥
H = Hu ×Hs✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✸✾✳ ✕ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs t♦✉t UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ GLn(K) ♣♦✉r n ∈ N∗✱ ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲
s✐♠♣❧❡s ❡st tr✐✈✐❛❧✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r t♦✉t UK✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡
GLn(K)✳ ❙♦✐t A ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ GLn(K) ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts
s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ❆❧♦rs A s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞❛♥s (K∗)r ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r r ≥ 1✳ ◆♦t♦♥s p✱ ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ A s✉r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ K∗✳ ❆❧♦rs A/ker(p) ∼=def p(A) ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❡t ♦♥ ❛
rk(A/ker(p)) ≤ rk(K∗)
❙✐ ker(p) < A✱ ❛❧♦rs ker(p)◦ 6 J(A) ❡t ♦♥ ❛
rk(A/ker(p)) = rk(A/ker(p)◦) ≥ rk(A/J(A)) = rk(K)
✺✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
❖♥ ♦❜t✐❡♥t
rk(A/ker(p)) = rk(A/ker(p)◦) = rk(K∗) = rk(K+) = rk(A/J(A))
❞✬♦ù A/ker(p) ∼=def K∗✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ker(p)◦ = J(A) ❡t ❝♦♠♠❡ ker(p)/ker(p)◦
❡st ✜♥✐ ❡t A/J(A) ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ♦♥ ❛ J(A) = ker(p)✳ ❆✐♥s✐ A/J(A) ∼=def
K+ ∼=
def K∗✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ❉♦♥❝ ker(p) = A ❡t A = 1✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✵✳ ✕ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
③ér♦✳ ❙♦✐t A ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ GLn(K) ♣♦✉r n ∈ N∗✳ ❆❧♦rs A ❡st ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r s❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A ❡st ❢❡r♠é✱ ❡t s✐ A ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs
A ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✾ ❡t ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✼✱ t♦✉t UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é✲
❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ A ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✵✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✶✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❡t U ✉♥
UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ♥♦r♠❛❧✱ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ UZ(G)/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G 6 L1× ...×Ln✱ ♦ù Li ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s Ki ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✉♣♣♦s❡r Ki 6∼= Kj
♣♦✉r t♦✉t i 6= j✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s pi✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r Li ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉
♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡s Lj ♣♦✉r j 6= i ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Li = pi(G) ♦ù
pi(G) ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡ pi(G)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Li ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❞✬❛♣rès ❧❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✾✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✸✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦r♣s Ki ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ❧❡♠♠❡✱ ✐❧ s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s L1/Z(L1) × ... × Ln/Z(Ln)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✶✺ pi(U) ❡st
✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▼✉st❛✜♥ ✭❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✽✮ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ pi(U) = pi(U)u×pi(U)s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r pi(U)u ❡st ✉♥ UKi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱
❡t ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✶✺ ❛✣r♠❡ q✉❡ pi(U)u ∼=def pi(U)/pi(U)s ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳
❙♦✐t j t❡❧ q✉❡ Kj 6∼= K✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s pj(U)u 6= 1 ❡t s♦✐t A ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ pj(U)u✳ ❈♦♠♠❡ pj(U)u ❡st ✉♥ UKj ✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs A
❡st ✉♥ UKj ✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡t ♦♥ ❛ (Kj)+ ∼=
def A/J(A) ∼=def K+✳ ❈❡
q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝ pj(U)u = 1 ❡t pj(U) = pj(U)s✳ ❈♦♠♠❡ U ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s
G✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ pj(U) ❡st ✉♥ t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s Lj✳ P❛r r✐❣✐❞✐té ❞❡s t♦r❡s ♥♦r♠❛✉①
✭❋❛✐t ✶✳✼✻✮✱ ♦♥ ❛ pj(U) 6 Z(Lj)✳
❆✉ss✐✱ s✐ U 6 Z(G)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ j t❡❧ q✉❡Kj ∼=def K ❡t UZ(G)/Z(G)
s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s Lj/Z(Lj) ❀ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ UZ(G)/Z(G) ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛✈❡❝ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✵✳ 
✸✳✸ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
▲❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s
✻✵
✸✳✸ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ✐❧s s♦♥t ♣❧✉s ♠❛♥✐❛❜❧❡s q✉❡ ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✷✳ ✕ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ G ❡st ❞✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❛✣♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s K1, ...,Kn ✭✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❛♥s G✮✱ s✬✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡H1×...×Hn✱ ♦ùHi ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Ki✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✸✳ ✕
✶ ❚♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ ❡st ❛✣♥❡✳
✷ ❚♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡✳
❙✐ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡✱ ♦♥ é❝r✐t G ∼=def U/V ♦ù U ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ L1×...×Ln ♣♦✉r L1, ..., Ln ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❞❡s
❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✱ ✐❧ ❡st ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣ré❝✐s✱ ♥♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
rés✉❧t❛t q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹ ✈❛ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝❤♦✐① ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s U ❡t V ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s Li✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐ss❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ t❡❧s
q✉❡ Ki 6∼= Kj ♣♦✉r t♦✉t i 6= j✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s Li ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
❝♦♥♥❡①❡s s✉r Ki ❀ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (U, V ) ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ L1 × ... × Ln
❛✈❡❝ V ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s U ❡t U ❝♦♥♥❡①❡✱ t❡❧s q✉❡ G ∼=def U/V ❡t ✈ér✐✜❛♥t ✿
✭✐✮ V ∩Li ❡st s❛♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r V ∩Li
❡st s❛♥s ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❀
✭✐✐✮ ❙✐ v ∈ V ❡st t❡❧ q✉❡ pi(v) s♦✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ Li✱ ♦ù
pi ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r Li✱ ❛❧♦rs d(v) ∩ Li = 1 ❀
✭✐✐✐✮ V ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s L1 × ...× Ln ❀
✭✐✈✮ (L1 × ...× Ln)
′
∩ V ❡st ✜♥✐✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r K1, ...,Kn✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛
G ∼=def U/V ♦ù V ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ U ❡t U ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ L1 × ... × Ln ❛✈❡❝ Li ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r Ki✳
❈♦♠♠❡ G ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❛
G ∼=def U◦V/V ∼=def U◦/U◦ ∩ V
❡t U◦ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ L1 × ... × Ln✳ ◗✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r
U ♣❛r U◦ ❡t ❞♦♥❝ V ♣❛r U◦ ∩ V ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r U ❝♦♥♥❡①❡✳ ❈❤♦✐s✐ss♦♥s V
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙♦✐t pi ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ U s✉r Li ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉
♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡s Lj ♣♦✉r j 6= i✳ ❆❧♦rs ♣r❡♥♦♥s Li = pi(U) ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐
❞❡ pi(U)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✾ Li ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳
Pr♦✉✈♦♥s (i)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ V ∩ Li ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❝♦♥♥❡①❡
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ❡t s♦✐t A ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳ ❆❧♦rs A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✭❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✮
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ V ∩ Li ❡t A ❡st pi(U)✲♥♦r♠❛❧✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ❢❡r♠é✱ A ❡st ❞♦♥❝
✻✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
Li✲♥♦r♠❛❧✳ ❆✐♥s✐ Li/A ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t U/A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ L1 × ...Li−1 × Li/A× Li+1 × ...× Ln✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛
G ∼=def U/V ∼=def (U/A)/(V/A).
P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ rk(V )✱ ♦♥ ❛ rk(A) = 0 ❡t ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ A ♦♥ ♦❜t✐❡♥t A = 1✳
❉✬❛♣rès ❧❡s ❋❛✐ts ✸✳✸✼ ❡t ✸✳✶✵ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ V ∩ Li ❡st ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲
s✐♠♣❧❡s✳
Pr♦✉✈♦♥s (ii)✳ ➱❝r✐✈♦♥s v = (v1, ..., vn)✳ ❆❧♦rs pi(v) = vi ∈ V \ {1} ❡t ♦♥ ❛
d(vi) ∼=
def (Ki)+✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t D = d(v) ∩ (L1 × ... × Li−1 × {1} × Li+1 ×
...× Ln)✱ ♦♥ ❛ d(v)/D ∼=def d(vi) ∼=def (Ki)+✳ ❙✐ d(v) ∩ Li 6= 1✱ ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡
d(v)/D ∼=def (Ki)+ ♦♥ ❛ (d(v) ∩ Li)D/D = d(v)/D✱ ❡t ❝♦♠♠❡ Li ∩ D = 1✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t
d(v) ∩ Li ∼=
def (d(v) ∩ Li)D/D = d(v)/D ∼=
def (Ki)+
❆✐♥s✐✱ d(v) ∩ Li ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ V ∩ Li✱ ❞♦♥❝ ❢❡r♠é ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t (i)✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ d(v) ∩ Li = 1✳
Pr♦✉✈♦♥s (iii)✳ ❙♦✐t C ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ V ✳ ❈♦♠♠❡ V ❡st ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✷✶ s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r s♦♥t
❝♦♥❥✉❣✉és ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
U = NU(C)V = NV
♦ù N = NU(C)✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs
G ≃ U/V = NV/V ≃ N/N ∩ V = N ∩ U/N ∩ V
❡t ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ rk(V )✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t V ◦ = (N∩V )◦✳ ❖r (N∩V )◦ = NV (C)◦ = C✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ V ◦ ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ♦♥ ❛ V ◦ 6 F (V )✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✶✱
[U, F (V )] 6 [U, F (U)] ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s U1 × ... × Un
❛✈❡❝ Ui ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r Ki✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✽ ♦♥ ❛
[U, F (V )] = ([U, F (V )] ∩ U1)× ...× ([U, F (V )] ∩ Un).
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ [U, F (V )]∩Ui ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ V ∩Li
❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❢❡r♠é ✭❋❛✐t ✸✳✶✵✮✳ ❆✐♥s✐ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t
(i)✱ [U, F (V )] ∩ Ui = 1 ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♦♥ ❛ [U, F (V )] = 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r V ◦
❝❡♥tr❛❧✐s❡ U ✳ ❈♦♠♠❡ U ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs U ❝❡♥tr❛❧✐s❡ V/V ◦ ❡t V/V ◦ ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ V ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ♦♥ ❛ V = F (V )✳ ❆✐♥s✐ V ❝❡♥tr❛❧✐s❡ U ✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t [pi(U), pi(V )] = 1 ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ pi(V ) ✐❧ ✈✐❡♥t
pi(U) 6 CLi(v)✳ ▼❛✐s CLi(v) ❡st ❢❡r♠é ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✼✵✱ ❛❧♦rs Li ❝❡♥tr❛❧✐s❡
pi(V ) ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞♦♥❝ V ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s L1 × ...× Ln✳
▼♦♥tr♦♥s (iv)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (L1× ...×Ln)
′
∩V ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i t❡❧
q✉❡ pi(((L1×...×Ln)
′
∩V )◦) ❡st ✐♥✜♥✐✳ P♦s♦♥sHi = pi(((L1×...×Ln)
′
∩V )◦)✳ ❆❧♦rs
Hi ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❝❛r V ❧✬❡st✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✼(iv) ♦♥ ❛ Hi = (Hi)u × (Hi)s✳ ❊♥
✻✷
✸✳✸ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r (Hi)u ❡t (Hi)s s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡
✶✳✾✶ L
′
i ∩ pi(V )s ❡st ✜♥✐✳ ❈♦♠♠❡ (Hi)s ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ L
′
i ∩ pi(V )s✱
❛❧♦rs (Hi)s ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡t ♦♥ ❛Hi = (Hi)u✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ pi(((L1×...×Ln)
′
∩V )◦)
❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r Ki ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r pi(((L1 × ...× Ln)
′
∩ V )◦) ❡st ✉♥
UKi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t i ❀ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✽✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥t (i)✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✺✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆❧♦rs
G
′
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ F ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ UF(G
′
) ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r F✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ✜①❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s U ❡t V ✱ ❞❡s ❝♦r♣s K1, ...,Kn ❡t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s L1, ..., Ln ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ G
❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❛❧♦rs U ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ Li ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❛✉ss✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r L
′
i
❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r Ki ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✽✱ ♦♥ ❛
U
′
∩ V = (U
′
∩ V ∩ L
′
1)× ...× (U
′
∩ V ∩ L
′
n)
❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t (ii) ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛ V ∩ L
′
i = 1 ♣♦✉r t♦✉t
i✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ U
′
∩ V = 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛
G
′ ∼=def U
′
V/V ∼=def U
′
❞✬♦ù G
′
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
❈♦♠♠❡ G ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs G
′
❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✸✾✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r UF(G
′
) ❡st ✉♥ UF✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✸✹✳ ❈♦♠♠❡ G
′
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à U
′
✱ ❛❧♦rs UF(G
′
) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ E ❞❡ U
′
❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✽ ♦♥ ❛
E = (E ∩ L
′
1)× ...× (E ∩ L
′
n)
❈♦♠♠❡ E ❡st ✉♥ UF✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ E ∩ L
′
i ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ UF✲
❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✉♥ UKi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✼ s♦✐t
E ∩L
′
i = 1 ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♦♥ ❛ UF(G
′
) = 1✱ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❞✐❝❡ i t❡❧ q✉❡
E ∩ L
′
i 6= 1 ❡t ♦♥ ❛ F ∼=
def Ki✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t E 6 L
′
i✱ ❡t E ❡st
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r F ∼=def Ki ❀ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
▲❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✻ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✶ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛❢✲
✜♥❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✻✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs
[F (G), G] ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s U1, ..., Un✱
✉♥✐♣♦t❡♥ts s✉r K1, ...,Kn r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
✻✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ✜①❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s U ❡t V ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹ t❡❧s
q✉❡ G ∼=def U/V ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹ (iii) ♦♥ ❛ V 6 Z(U)✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛
F (U/V ) = F (U)/V ❡t
[G,F (G)] ∼=def [U, F (U)]V/V ∼=def [U, F (U)]/[U, F (U)] ∩ V
▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✶ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹ (i) ♦♥ ❛ [U, F (U)] ∩ V = 1✱
❛❧♦rs [G,F (G)] ∼=def [U, F (U)] ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✶✳ 
❋❛✐t ✸✳✹✼✳ ✲ ❬✷✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞♦♥t
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ♥♦♥ ♥✉❧
n ❞❡ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn✳ ❆❧♦rs G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❝❡s
♠ê♠❡s ❝♦r♣s✳
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✽ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✽✳✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛❢✲
✜♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs G/σ(G)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ❝♦r♣s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉❜❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡
rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❆❧♦rs G◦/σ(G◦) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖r σ(G◦) = σ(G) ∩G◦✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡
G◦σ(G)/σ(G) ∼= G◦/σ(G◦)
❡t G◦σ(G)/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✹✼✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r G ❝♦♥♥❡①❡✳
❈♦♠♠❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r K1, ...,Kn ❞❡ ❝❛r❛❝❛tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱
s♦✐❡♥t U, V ❡t Li ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹✳ ❈♦♠♠❡ V ❝❡♥tr❛❧✐s❡ U ✱ ❛❧♦rs
V 6 σ(U) ❡t ♦♥ ❛ σ(U/V ) = σ(U)/V ✳ ❆✐♥s✐ G/σ(G) ∼= U/σ(U)✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✼✱ G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K1, ...,Kn✳ 
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✾ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✷✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✾✳✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛❢✲
✜♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❆❧♦rs G/F (G)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ❝♦r♣s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G ♥✬❡st ♣❛s ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ F (G◦) =
G◦ ∩ F (G)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t G◦F (G)/F (G) ∼= G◦/F (G◦) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✹✼✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r G ❝♦♥♥❡①❡✳
❈♦♠♠❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡✱ s♦✐❡♥t U, V ❡t Li ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹✳ ❖♥ ❛ F (U/V ) = F (U)/V ♣✉✐sq✉❡ V ❝❡♥tr❛❧✐s❡ U ✳ ❖♥ ❡♥ ❞❡❞✉✐t q✉❡
G/F (G) ∼=def U/F (U) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✷✱ G/F (G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❝♦r♣s K1, ...,Kn✳ 
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✵ ❡st ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❡✐♥❡ q✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✸
✻✹
✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s K1, ...,Kn ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳
❆❧♦rs G/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ❝♦r♣s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ✜①❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s U ❡t V ✱ ❡t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥❡é❛✐r❡s
L1, ..., Ln ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Z ❝❡♥tr❛❧✐s❡ U ✳ P♦s♦♥s
Z/V = Z(U/V )✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ Z = Z(U)✳
❈♦♠♠❡ V ❝❡♥tr❛❧✐s❡ Z✱ ❛❧♦rs Z ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ♦♥ ❛ Z 6 F (U)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛
[Z,U ] 6 V 6 Z(L1 × ...× Ln)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✶ ✿
[Z,U ] 6 Z(L1)u × ...× Z(Ln)u
P✉✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✷✽ ♦♥ ❛
[Z,U ] = ([Z,U ] ∩ Z(L1)u)× ...× ([Z,U ] ∩ Z(Ln)u)
❖r ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹ (ii)✱ [Z,U ]∩Z(Li)u = 1 ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❞♦♥❝ [Z,U ] = 1
❡t ♦♥ ❛ Z = Z(U)✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ G/Z(G) ∼=def U/Z(U) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✸✱ ❧❡
❣r♦✉♣❡ G/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K1, ...,Kn✳ 
✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❛✣♥❡s✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❛✉ss✐
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s H ❡t K ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ H ∼= UH/VH ❡t K ∼= UK/VK ✱ ❛❧♦rs
H ×K ∼= UH × UK/VH × VK ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳
❉❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✺✶✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s H ❡t K ❡st ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✺✶✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t H ❡t K ❞❡✉① s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s q✉✐ s❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡♥t✳ ❆❧♦rs HK ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❛✣♥❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
ϕ : H ×K → HK
(h, k) 7→ hk
,
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t H ×K/ker(ϕ) ∼= HK✳ ❈♦♠♠❡ H ×K
❡st ❞é✜♥✐s❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡✱ ❛❧♦rs H × K/ker(ϕ) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ ❡t ♦♥
✻✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡s
❝♦♥❝❧✉t✳ 
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❞é✲
✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ q✉✐ s✉✐t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ♠✐❡✉①✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✺✷✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t G1, G2 ❞❡✉① s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
♥✉❧❧❡✳ ❙✐ G1 ∩G2 ❡st ✜♥✐ ❡t s✐ G1 ❡t G2 s❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡♥t✱ ❛❧♦rs G1G2 ❡st ❞é✜♥✐ss❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ♦♥
❛ G1G2 ∼= G1 × G2/E ♦ù E 6 G1 ∩ G2 ✜♥✐✳ ❈♦♠♠❡ G1 × G2 ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ❛❧♦rs G1 × G2/E ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❡t ♦♥
❝♦♥❝❧✉t✳ 
✻✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
K✲❣r♦✉♣❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ✕ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❛♣♣❡❧é K✲❣r♦✉♣❡ s✐ t♦✉t❡s
s❡s s❡❝t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ✐♥✜♥✐s s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ✕ ❯♥ K∗✲❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♥t t♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ s✐♠♣❧❡
❡t ❞❡✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s✳
❯♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣é❜r✐❝✐té ❞❡ ❈❤❡r❧✐♥✲❩✐❧❜❡r s❡✲
r❛✐t ✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❡st ❞♦♥❝
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣♦✉r
ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈❤❡r❧✐♥✲❩✐❧✬❜❡r✳ ▲❡ ❋❛✐t ✹✳✶✵ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❜❛s✐q✉❡s✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s✳ ❈✬❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ q✉✐
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ❋❛✐t ✶✳✾✸✳ ■❧ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s à ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❏✉st❡♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥❝❡♥❛♥t ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ❛✉① K✲❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
str✉❝t✉r❡ s✉r ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é q✉❡❧q✉❡s
rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✸✱ ♥♦✉s ✜♥✐r♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té✳
✹✳✶ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s✳
❋❛✐t ✹✳✸✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✷✷✱ Pr♦♣♦s♦t✐♦♥ ✹✳✼❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs G = LR✱ ♣♦✉r ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s L ❡t R ❞❡ G t❡❧s q✉❡ ✿
• σ(L)◦ ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡ ❡t L ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ♣❛r❢❛✐t ❀
• t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ R ❛ ✉♥❡
s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ s✐♠♣❧❡ ♥♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳
✻✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t L ∩R ❡st rés♦❧✉❜❧❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ G ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ R
❡st rés♦❧✉❜❧❡✳
❋❛✐t ✹✳✹✳ ✲ ❬✹✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✷❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❡t s♦✐t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❆❧♦rs G = H ∗CG(H)◦✳
❋❛✐t ✹✳✺✳ ✲ ✭❆❧t✐♥❡❧ ❡t ❈❤❡r❧✐♥✱ ❬✸✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡ G/Z(G) s♦✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❆❧♦rs
G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Z(G) ❡st ✜♥✐✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ H ❡st ❛❜é❧✐❡♥✲♣❛r✲✜♥✐✱ s✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧
❛❜é❧✐❡♥ N t❡❧ q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t H/N s♦✐t ✜♥✐✳
❋❛✐t ✹✳✻✳ ✲ ✭P♦✐③❛t✱ ❬✸✸✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸❪✮ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❡t G ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ GLn(K)
q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❩❛r✐s❦✐✱ ❛❧♦rs G ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❡t t♦✉s s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s rés♦❧✉❜❧❡s s♦♥t ❛❜é❧✐❡♥s✲♣❛r✲✜♥✐s✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✼✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐ss❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆❧♦rs G ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r K✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ G ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs G ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s F✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❜é❧✐❡♥s✲♣❛r✲✜♥✐s✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✻ q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦✲
♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r K✳ 
❋❛✐t ✹✳✽✳ ✲ ✭❲♦❧❢✱ ❬✹✵✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✾✳✷✼❪✮ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥❡❛✐r❡
s✐♠♣❧❡ ✭s❛♥s ❝❡♥tr❡✮ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s L ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
❆❧♦rs t♦✉t t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ H ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ Ln✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✾✳✕ ❙♦✐t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ GL(V ) ♦ù V ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ H = H1×...×Hn✱ ♦ù ❧❡s Hi s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ✭s❛♥s ❝❡♥tr❡✮✳
❆❧♦rs t♦✉t t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ T ❞❡ H ✜①❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ V ✳
Pr❡✉✈❡ ✕ P♦s♦♥s H = V ⋊ H✱ ♦ù H ❛❣✐t ♣❛r ♠✉t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r V ✳ ❙♦✐t T1
✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ H1✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✽ CV (T1) 6= 1 ❡t ♦♥ ❛ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
CH(T1) = CV (T1)⋊(T1×H2× ...×Hn)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r H2 ❛❣✐t s✉r CV (T1)✳ ❙♦✐t T2
✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ H2✱ ❛❧♦rs ✐❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ CV (T1×T2) = CCV (T1)(T2) 6= 1
❡t ♦♥ ❛ CH(T1× T2) = CV (T1× T2)⋊ (T1× T2×H3× ...×Hn)✳ ❆✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✱ ♦♥
tr♦✉✈❡ CV (T1 × ...× Tn) 6= 1✱ ♦ù Ti ❡st ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Hi✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t t♦r❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ H ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ T1 × ...× Tn✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
✻✽
✹✳✶ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
❋❛✐t ✹✳✶✵✳ ✲ ✭❆❧t✐♥❡❧✱ ❬✷❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs G/σ(G) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳
P♦✉r H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t H/R(H)
❞❡ H ♣❛r s♦♥ r❛❞✐❝❛❧ rés♦❧✉❜❧❡ R(H) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❀ ✐❧
s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s
✭❋❛✐t ✶✳✽✽✮✳ ▲❡ ❋❛✐t ✹✳✶✶ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s✳
❋❛✐t ✹✳✶✶✳ ✲ ✭❆❧t✐♥❡❧✱ ❬✷❪✮ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs G/σ(G)◦ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ✜♥✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❞♦♥♥❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✉①K✲❣r♦✉♣❡s
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
▲❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✷ ❡st ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ❋❛✐t ✶✳✽✸✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✷✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t B ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✳ ❙✐ B ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G = B✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G ❡st ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✶✵ ♦♥
❛
G/σ(G) ∼= S1 × ...× Sn
♣♦✉r S1, ..., Sn ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✸✳✷✽ ❡t ✸✳✸✵
❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/σ(G) s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ B/σ(G) ♦ù B ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✳ ❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✳ ❈♦♠♠❡ B/σ(G) ❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/σ(G)✱ ♦♥ ❛
B/σ(G) ∼= B1 × ...× Bn
♦ù Bi ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ Si✳ ❈♦♠♠❡ B ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs Bi ❡st
♥✐❧♣♦t❡♥t ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✽✸ ♦♥ ❛ Si = Bi ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ B = σ(G)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ 
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✸✳ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✺✱ ✐❧ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❡♥ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✷ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❡t ❝❡ à ❝❛✉s❡
❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡s✳
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ ❡st ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞✉ ◆♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r ❞♦♥♥é ♣❛r
❧❡ ❋❛✐t ✶✳✽✻✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs
NG(B) = B ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ B ❞❡ G✳
✻✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳ ❖♥ ❛ G/σ(G) ∼= S1 × ... × Sn
♦ù ❧❡s ❣r♦✉♣❡s S1, ..., Sn s♦♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧
❞❡ G✳ ❆❧♦rs B/σ(G) ❡st ✉♥ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/σ(G) ✭▲❡♠♠❡s ✸✳✷✽ ❡t ✸✳✸✵✮ ❡t ♦♥ ❛
B/σ(G) ∼= B1 × ...× Bn ♦ù Bi ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ Si ❀ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t
NG/σ(G)(B/σ(G)) ∼= NS1(B1)× ...×NSn(Bn).
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✽✻ ♦♥ ❛ NSi(Bi) = Bi ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❞♦♥❝ NG/σ(G)(B/σ(G)) =
B/σ(G)✳ ▼❛✐s NG/σ(G)(B/σ(G)) = NG(B)/σ(G)✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ NG(B) = B✳ 
❙✐ G ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ GLn(K) ♣♦✉r n ∈ N∗ ❡t
K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t
✸✳✶✸ ♦♥ ❛ G/σ(G) = G1 × ...×Gn ×C ♦ù G1, ..., Gn s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
s✐♠♣❧❡s s✉r K ❡t C ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ s❛♥s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r C ❡st ✉♥
♠❛✉✈❛✐s ❣r♦✉♣❡ ❀ ❡t s✐ C ❡st s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛ NC(T ) = T ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❇♦r❡❧ T ❞❡ C ❬✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸❪✳ ❆❧♦rs ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❡
❣r♦✉♣❡ G✱ s✐ C ❡st s✐♠♣❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ C
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✺✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛
Z(B) 6 σ(G) ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ B ❞❡ G✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳ ❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧
❞❡ G✱ ❛❧♦rs B/σ(G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/σ(G) ✭▲❡♠♠❡s ✸✳✷✽ ❡t
✸✳✸✵✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛
B/σ(G) ∼= B1 × ...× Bn
♣♦✉r B1, ..., Bn ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ S1, ..., Sn r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t S1, ..., Sn
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ✭❋❛✐t ✹✳✶✵✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛
Z(B/σ(G)) ∼= Z(B1)× ...× Z(Bn).
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✽✹ ♦♥ ❛ Z(Bi) = Z(Si) = 1 ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❞✬♦ù Z(B/σ(G)) ❡st
tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Z(B) 6 σ(G)✳ 
▲❡♠♠❡ ✹✳✶✻✳ ✕ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦r♣s
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❡t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❝♦♥♥❡①❡ s✉r K✳ ❙✐ G s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ H ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r
✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ F ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❛❧♦rs K ∼=def F✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✽✸✱ B
❡st ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❆✉ss✐ B
′
ét❛♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✱ ❝✬❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s γ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ G ❞❛♥s H✱ ❛❧♦rs γ(B
′
) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ✭❢❛✐t ✷✳✶✺✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ γ(B) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡
❞❡ H✱ ❛❧♦rs γ(B)
′
= γ(B
′
) ❡st ✉♥ UF✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❉♦♥❝ γ(B
′
)
❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✉♥ UF✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t
✷✳✷✼✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ K ∼=def F✳ 
✼✵
✹✳✶ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
◆♦t❛t✐♦♥ ✹✳✶✼✳ ✕ P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ G ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦♥ ♥♦t❡
K˜(G) ❧✬✐♥st❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ♥♦r♠❛✉① H ❞❡ G t❡❧ q✉❡ ❧❡
q✉♦t✐❡♥t G/H ❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡✳
❋❛✐t ✹✳✶✽✳ ✲ ❬✷✶✱ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✸❪ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✳ ❆❧♦rs K˜(G) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G t❡❧ q✉❡
G/K˜(G) ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡✳
◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✾ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❛✉①
K✲❣r♦✉♣❡s s❛♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✽✹✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✾✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ s❛♥s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❆❧♦rs Z(G) = Z(B) ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❇♦r❡❧ B ❞❡ G✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡s ▲❡♠♠❡s ✸✳✸✵ ❡t ✹✳✶✺ ♦♥ ❛
Z(B) 6 σ(G) 6 B
♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ B ❞❡ G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ Z(B) 6 Z(σ(G))✳ P♦✲
s♦♥s Zσ = Z(σ(G))✳ ❈♦♠♠❡ σ(G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ CG(Zσ)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡
❋❛✐t ✹✳✶✵ q✉❡ G/CG(Zσ) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
s✐♠♣❧❡s ❀ é❝r✐✈♦♥s ✿
G/CG(Zσ) ∼= G1 × ...×Gn
♦ù G1, ..., Gn s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s K1, ...,Kn ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❉✬❛♣rès ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✽✱ BCG(Zσ)/CG(Zσ)
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G/CG(Zσ) ❡t ♦♥ ❛
BCG(Zσ)/CG(Zσ) ∼= B1 × ...× Bn
♦ù B1, ..., Bn s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G1, ..., Gn r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡
Gi ❛❣✐t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r Zσ✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r Zi = Zσ/CZσ(Gi)✳
(i) ▼♦♥t♦♥s q✉❡ CZi(Gi) = 1 ♣♦✉r t♦✉t i = 1, ..., n✳
❙♦✐t x ∈ CZi(Gi)✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
γ : Gi → CZσ(Gi)
u 7→ [x, u]
,
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✳ ▼❛✐s CZσ(Gi) ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t Gi/ker(γ)
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ CZσ(Gi)✱ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡Gi ❡st s✐♠♣❧❡✱
♦♥ ❛ Gi = ker(γ)✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ x ∈ CZσ(Gi) ❡t CZi(Gi) = 1✳
(ii) ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ Zi ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t s❛♥s t♦rs✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ G ❡st s❛♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r Zσ✳ ❙♦✐t T ❧❡ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Zσ✱ ❛❧♦rs Gi ❝❡♥tr❛❧✐s❡ T ❡t ♦♥ ❛
✼✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
T 6 CZσ(Gi) = 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Zi ❡st s❛♥s ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡t Z
◦
i ❡st
s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
Zi = Z
◦
i × F
♦ù F ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❉♦♥❝ F ❡st ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣❛r Gi ❡t ♦♥ ❛
F 6 CZi(Gi) = 1✳ ❆✐♥s✐✱ Zi = Z
◦
i ✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ Zi ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t s❛♥s t♦rs✐♦♥✳
(iii) ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ Zi ❡st ✉♥ UKi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ Z◦σ ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ ❇♦r❡❧ B0 ❞❡ Zσ⋊Gi✱ ❡t ♦♥ ❛ Z◦σ 6 F (B0)✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❢❛✐t ✷✳✹✵✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t
F (B0)/Z(B0) ❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs Z◦σ/Z
◦
σ ∩ Z(B0) ❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡ ✭❋❛✐t ✷✳✸✼✮
❡t ♦♥ ❛ K˜(Z◦σ) 6 Z(B0) ✭❋❛✐t ✹✳✶✽✮✳ ❈♦♠♠❡ Gi ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❇♦r❡❧✱ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ Z◦σ ⋊Gi✱ ❡t ❝♦♠♠❡ K˜(Z
◦
σ) ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s Zσ ⋊Gi
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ K˜(Z◦σ) ❝❡♥tr❛❧✐s❡ Z
◦
σ ⋊ Gi✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t K˜(Z
◦
σ) ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ CZσ(Gi) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡s ❋❛✐ts ✹✳✶✽ ❡t ✷✳✸✼(i) Zi = Z
◦
σCZσ(Gi)/CZσ(Gi)
❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✸✹✱ ♦♥ ❛
Zi = UF1(Zi)× ...× UFm(Zi)
♣♦✉r F1, ...,Fn ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ❡t UFi(Zi) ❤♦♠♦✲
❣è♥❡ ♣♦✉r t♦✉t i✳ P♦✉r j = 1, ..., n✱ s♦✐t Aj ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ Gi✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ UFj(Zi)✳
❆❧♦rs Aj ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❝❛r UFj(Zi) ❧✬❡st✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✸ ♦♥ ❛ Aj ∼=
def (Fj)
r
+
♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r r ≥ 1✳ ❈♦♠♠❡ Gi ❛❣✐t s✉r Aj✱ ❛❧♦rs Gi ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r Fj ✭❋❛✐t ✸✳✻✮ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✻✱ ♦♥ ❛ Ki ∼=def Fj✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ Zi
❡st ✉♥ Ki✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
(iv) ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ CZσ(Gi) = CZσ(Bi) ♣♦✉r t♦✉t i = 1, ..., n✳
❙✉♣♣♦s♦♥s CZσ(Gi) 6= CZσ(Bi)✳ ❆❧♦rs CZσ(Bi)/CZσ(Gi) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
✐♥✜♥✐ ❞❡ Zi ♣✉✐sq✉❡ Zi ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s M ✱ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ CZσ(Bi)/CZσ(Gi)✳ ❈♦♠♠❡ Zi ❡st ✉♥ UKi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♦♥ ❛
M ∼=def (Ki)+✳ P♦s♦♥s H = 〈M g : g ∈ G〉✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ H ∼=def (Ki)r+✱ ♣♦✉r
✉♥ ❡♥t✐❡r r ≥ 1✳ ❆✉ss✐✱ Gi ❛❣✐t s✉r H✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✻✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ⋊Gi ❡st
❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r Ki✳ ❈♦♠♠❡ CH(Gi) 6 CZi(Gi) = 1✱ ♦♥ ❛ Z(H ⋊ Gi) = 1✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❋❛✐t ✶✳✽✹✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ Z(BH) ❡st tr✐✈✐❛❧ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ BH ❞❡
H ⋊ Gi✳ ▼❛✐s M ❝❡♥tr❛❧✐s❡ Bi✱ ❛❧♦rs M ❝❡♥tr❛❧✐s❡ H ⋊ Bi✱ ❡t ❝♦♠♠❡ H ⋊ Bi ❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ H ⋊ Gi✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ M 6 Z(H ⋊ Gi) = 1✳ ❈❡ q✉✐ ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞♦♥❝ CZσ(Gi) = CZσ(Bi) ♣♦✉r t♦✉t i = 1, ..., n✳
(v) ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ Z(G) 6 Zσ 6 G✱ ♦♥ ❛ CZσ(G) = Z(G)✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❛ CZσ(B) =
Z(B)✳ ▼❛✐s
CZσ(G) = CZσ(G/CG(Zσ)) =
n⋂
i=1
CZσ(Gi)
✼✷
✹✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
❡t
CZσ(B) = CZσ(BCG(Zσ)/CG(Zσ)) =
n⋂
i=1
CZσ(Bi),
❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ CZσ(Gi) = CZσ(Bi) ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛ CZσ(B) = CZσ(G) ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
Z(G) = Z(B)✳ 
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✾ r❡st❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳
✹✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ str✉❝t✉r❡ s✉r ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s
❋❛✐ts ✹✳✶✵ ❡t ✹✳✶✶✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s✳
❖♥ s❛✐t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ H✱ q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t H/Ru(H)✱ ❞❡ H
♣❛r s♦♥ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t Ru(H)✱ ❡st ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ♣❛r ✉♥ t♦r❡✳ ▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ P♦s♦♥s
U = U˜(G)✳ ❆❧♦rs
G/U ∼= S1 ∗ ... ∗ Sn ∗ σ(G)
◦/U
♦ù S1, ..., Sn s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ σ(G)◦/U ❡st
❛❜é❧✐❡♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ [G, σ(G)] ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳ ▲❡ ❋❛✐t ✹✳✸ ❞♦♥♥❡ G = Lσ(G)◦✱
♦ù L ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❡t σ(L)◦ ❡st ✉♥
U˜ ✲❣r♦✉♣❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ [L, σ(G)◦] 6 σ(L)◦ 6 U ❡t
G/U = LU/U ∗ σ(G)◦/U.
❉❡ ♣❧✉s σ(G)◦/U ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✸✾✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r q✉❡
LU/U ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s✳
P♦s♦♥s V = U˜(L) = σ(L)◦✳ ❈♦♠♠❡ σ(L)/V ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs L ❝❡♥tr❛❧✐s❡ σ(L)/V ✳
❈♦♠♠❡ L/V ❡st ♣❛r❢❛✐t ❡t L/σ(L) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ L/V ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s✳ P✉✐sq✉❡ V ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ U ✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡
LU/U ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s
S1, ..., Sn✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛
σ(G/U) ∼= σ(S1) ∗ ... ∗ σ(Sn) ∗ σ(G)
◦/U
❛✈❡❝ σ(S1), ..., σ(Sn) ✜♥✐s ❝❡♥tr❛✉①✳ ❈♦♠♠❡ σ(G)◦/U ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡
σ(G)/U ❡st ❝❡♥tr❛❧✐sé ♣❛r G ❡t ♦♥ ❛ [G, σ(G)] 6 U ✳ 
✼✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳✷✶✳ ✕ ❙♦✐t H ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙✐
U˜(H) = 1✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵ ♦♥ ❛ H = H1 ∗ ... ∗Hn ∗ σ(H)◦ ♦ù ❧❡s
Hi s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❡t σ(H)◦ ❡st
❛❜é❧✐❡♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✷✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ G ❡st K✲ré❞✉❝t✐❢ s✐ U˜(G) = 1✳
▲❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✸ ❡st ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ❋❛✐t ✶✳✽✾✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✸✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ K✲ré❞✉❝t✐❢✱ ❛❧♦rs ♦♥
❛ Z(G)◦ = σ(G)◦✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ G ❡st K✲ré❞✉❝t✐❢✱ ❛❧♦rs U˜(G) = 1 ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✷✵✱ ♦♥ ❛ G = G1 ∗ ... ∗Gn ∗ σ(G)◦ ❡t σ(G)◦ ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✹✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ K✲ré❞✉❝t✐❢✳ ❆❧♦rs ♦♥
❛ G
′
= H1 ∗ ... ∗Hn ❛✈❡❝ H1, ...Hn ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s
❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈❡❝✐ s✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✺✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❆❧♦rs G
′
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ G✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t T ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s G
′
✳ ❉✬❛♣rès ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G
′
U˜(G)/U˜(G) ❡st ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ T 6 U˜(G) ❡t ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✸✹ ❞✐t q✉❡ T ❡st tr✐✈✐❛❧✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✻✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t
s❛♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱ ❡t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ G✲♠✐♥✐♠❛❧✳
❙✉♣♣♦s♦♥s C ∩ A = 1✱ ♣♦✉r C ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ❆❧♦rs G/CG(A)
♥✬❡st ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ G ❡st ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
♠✐♥✐♠❛❧✳ P❛r G✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✶✻✱ s♦✐t A ❡st ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡✱
s♦✐t A ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
❙✐ A ❡st ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✻✽✱ A ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s G ❡t ♦♥ ❛
A 6 C ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝ A ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✹
♦♥ ❛ A ∼=def Kn+ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r n✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ G/CG(A) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ S ❞❡ GLn(K)✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs
❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✼✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ S ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r K✳
P♦s♦♥s H = A ⋊ G/CG(A) ♦ù G/CG(A) ❛❣✐t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ s✉r A✳ ❆❧♦rs
✐❧ ② ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ γ ❞❡ H ❞❛♥s Kn ⋊ S ♦ù S 6 GLn(K) ❛❣✐t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✉r Kn✱ ❡t t❡❧ q✉❡ γ(A) = Kn ❡t γ(G/CG(A)) = S✳ ❙♦✐t C ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✱ ❛❧♦rs CCG(A)/CG(A) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r
❞❡ G/CG(A)✳
✼✹
✹✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
P♦s♦♥s CA = CCG(A)/CG(A) ❀ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ CA ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r
❞❡ H✳ ❙♦✐t x ∈ NH(CA) ❀ ❛❧♦rs x = wg✱ ❛✈❡❝ w ∈ A ❡t g ∈ G/CG(A)✳ P♦✉r t♦✉t
c ∈ CA✱ ♦♥ ❛ [g, c] ∈ G/CG(A)✱ ❡t ❝♦♠♠❡ [x, c] = [w, c]g[g, c] ∈ CA ⊆ G/CG(A)
❡t [w, c] ∈ A ⊳ H✱ ❛❧♦rs [w, c]g ∈ A ∩ G/CG(A) = 1 ❡t ♦♥ ❛ [w, c] = 1✳ ❉♦♥❝ CA
❝❡♥tr❛❧✐s❡ w✱ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ C ❝❡♥tr❛❧✐s❡ w✳ ❆✐♥s✐ C ❝❡♥tr❛❧✐s❡ d(w)✳ ❙✐ w 6= 1✱
❛❧♦rs d(w) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ A ❝❛r A s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ❡t ♦♥
❛ d(w) 6 A ∩ CG(C)◦ 6 CG(A) ∩ C = 1 ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ❉♦♥❝ w = 1 ❡t x
❛♣♣❛rt✐❡♥t à G/CG(A)✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ NH(CA) 6 NG/CG(A)(CA) ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ CA
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ H✳
❈♦♠♠❡ T = γ(CA) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ S✱ ❝✬❡st ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐✲
♠❛❧ ❞❡ S ❝❛r S ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✾
♠♦♥tr❡ q✉❡ T ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ Kn ⋊ S ❀ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ 
▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C ∩ A = 1 ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✻
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✼✳ ✕ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣✉r ❣r♦✉♣❡
G =


a b s t
c d u v
0 0 a b
0 0 c d
 |(a, b, c, d, s, t, u, v) ∈ C8, ad− bc = 1
 .
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ G/Z(G) ❞❛♥s PSL2(C)✳ ◆♦t♦♥s N ❧❡
♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ♣♦s♦♥s G = G/Z(G) ❀ ❛❧♦rs N = NZ(G)/Z(G) ♦ù
N =


1 0 s t
0 1 u v
0 0 1 0
0 0 0 1
 |(s, t, u, v) ∈ C4

❡t N ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❈❛rt❡r C ❞❡ G ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

a 0 s t
0 a u v
0 0 a 0
0 0 0 a
 |(a, s, t, u, v) ∈ C5, a2 = 1

❛❧♦rs ♦♥ ❛ N ∩C 6= 1 ❡t G/N ∼= PSL2(C) ❀ N ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧
❞❡ G✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✽✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
G ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❛✈❡❝ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✜♥✐ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s
❝♦♥♥❡①❡s G1 ❡t G2✳ ❆❧♦rs t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G1 ✭r❡s♣✳ G2✮ ❡st ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ C ∩ G1 ✭r❡s♣ C ∩ G2✮✱ ♦ù C ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✱ ❡t ♦♥ ❛
C = (C ∩G1) ∗ (C ∩G2)✳
✼✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ P♦s♦♥s I = G1 ∩ G2✳ ❆❧♦rs I ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ G ❡t
♦♥ ❛ G/I = G1/I ×G2/I✳ ❙♦✐t C ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t
✸✳✷✾✱ I ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ C ❀ ❞♦♥❝ C/I ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G/I✳
❙♦✐❡♥t C1/I ❡t C2/I ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ C/I s✉r G1/I ❡t G2/I r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r C1/I ❡t C2/I s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s ❡t C1/I × C2/I ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t
❝♦♥♥❡①❡✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ NC1/I×C2/I(C/I)
◦ 6 NG/I(C/I)
◦ = C/I✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ♥♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r ♦♥ ♦❜t✐❡♥t C/I = C1/I × C2/I✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r C1/I
❡t C2/I s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G1/I ❡t G2/I r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬é❣❛✲
❧✐té C/I = C1/I × C2/I ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ C1/I = (G1 ∩ C)/I ❡t C2/I = (G2 ∩ C)/I✳
❈♦♠♠❡ I 6 Z(G)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (C ∩G1)◦ ❡t (C ∩G2)◦ s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G1 ❡t G2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖r I 6 Z(G1) ✭r❡s♣✳ I 6 Z(G2)✮✱ ❞♦♥❝ ❧❡
❋❛✐t ✸✳✷✾ ❞♦♥♥❡ I 6 (C ∩G1)◦ ✭r❡s♣✳ I 6 (C ∩G2)◦✮✱ ❞✬♦ù ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ C ∩G1
❡t C ∩G2✳ ❆✐♥s✐ C ∩G1 ✭r❡s♣✳ C ∩G2✮ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G1 ✭r❡s♣✳
G2✮✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐t ❞✉ ❋❛✐t ✸✳✷✶✳ 
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✾✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❡t K ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ t❡❧s
q✉❡ KH/H ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❙✐ K ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s G✲
♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ H✱ ❛❧♦rs K(∞) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t H∩K(∞) = 1✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ KH/H ∼= K(∞)/(K(∞) ∩ H)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✺
q✉❡ K(∞)/D ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t (K(∞) ∩H)/D ❡st ✜♥✐ ❛✈❡❝
D = [K(∞), K(∞) ∩ H]✳ ❈♦♠♠❡ H ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ♦♥ ❛ D = K(∞) ∩ H =
[K(∞), K(∞) ∩ H]✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ D 6= 1✳ ❙♦✐t (Ai)i≥0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ H t❡❧❧❡ q✉❡ A0 = 1 ❡t Ai+1/Ai ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s m ❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ D 6 Am✳ ❆❧♦rs D ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Am+1✱ ❡t ❝♦♠♠❡
K(∞) 6 K ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s G✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ H✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ K(∞) ❝❡♥tr❛❧✐s❡
D/D∩Am✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t D = [K(∞), K(∞)∩H] 6 D∩Am < D✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳
❉♦♥❝ D = K(∞) ∩H = 1 ❡t K(∞) ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳ 
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♣❛r❢❛✐t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❆❧♦rs ♦♥ ❛ [G, σ(G)◦] = σ(G)◦ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r σ(G)◦ ❡st ✉♥ U˜✲❣r♦✉♣❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ [G, σ(G)] ❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✷✵✳ ◗✉✐tt❡ à q✉♦t✐❡♥t❡r G ♣❛r [G, σ(G)◦]✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r σ(G)◦ ❡st ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s Z(G)✳ ▲❡ ❋❛✐t ✹✳✶✶ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ G/σ(G)◦ = G1/σ(G)◦ ∗ ... ∗Gn/σ(G)◦ ♦ù
G1/σ(G)
◦, ..., Gn/σ(G)
◦ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s✱
❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✺✱ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ G(∞)i ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t G(∞)i ∩σ(G)
◦ ❡st ✜♥✐✳ ❈♦♠♠❡ G(∞)i σ(G)
◦/σ(G)◦ = Gi/σ(G)
◦✱ ❛❧♦rs
❧❡ q✉♦t✐❡♥t G/(G(∞)1 ∗ ... ∗ G
(∞)
n ) ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ❞✬♦ù ♦♥ ❛ G = G
(∞)
1 ∗ ... ∗ G
(∞)
n ✳
❆✐♥s✐ σ(G) ❡st ✜♥✐ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t✳ 
❋❛✐t ✹✳✸✶✳ ✲ ✭❈❤❡r❧✐♥ ❡t ❉❡❧♦r♦✱ ❬✶✹✱ ▲❡♠♠❡ ✶✳✼❪✮ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
ré❞✉❝t✐❢ G✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t V ❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r V ✳ ❙♦✐t U ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ G✱ ❛❧♦rs V ⋊ U ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
✼✻
✹✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
❋❛✐t ✹✳✸✷✳ ✲ ✭❈❤❡r❧✐♥ ❡t ❉❡❧♦r♦✱ ❬✶✹✱ ▲❡♠♠❡ ✶✳✽❪✮ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ✉♥ ❝♦r♣s F ❞❡ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ H s✉r F✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ W ✱
❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ H s✉r W ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ W ❡st H✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆❧♦rs W
❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥ s✐ p = 0✱ ❡t ❞✬❡①♣♦s❛♥t p s✐ p > 0✳
▲❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✸ ❡st ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❋❛✐t ✹✳✸✷✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✸✳ ✕ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❞❡s ❝♦r♣s K1, ...,Kn✱ G ∼= G1 ∗ ... ∗Gn ❛✈❡❝ G1, ..., Gn ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r K1, ...,Kn r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
V ❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r V t❡❧❧❡ V ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙✐ ❝❤❛q✉❡ Gi ❛❣✐t ♥♦♥ tr✐✈✐❛✲
❧❡♠❡♥t s✉r V ✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ❝♦r♣s Ki s♦♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ♦ù p = 0 s✐ V ❡st
❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ❡t p ❡st ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ V s✐♥♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ p = 0✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s Ki s♦♥t
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡t V ❡st ✉♥ UKi✲❣r♦✉♣❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t Ui ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ Gi ❀ ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✸✶
♥♦✉s ❞✐t q✉❡ V ⋊ Ui ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t✳ ❙✐ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ Ki ♥✬❡st ♣❛s p✱ ❛❧♦rs
Ui ❝❡♥tr❛❧✐s❡ V ✭❋❛✐t ✶✳✹✹✮✱ ❞♦♥❝ CGi(V ) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ✐♥✜♥✐ ❞❡ Gi
❡t ❝♦♠♠❡ Gi ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ V ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✹✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❛✮ ❙✐ G/σ(G)◦ ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❛❧♦rs
σ(G)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❜✮ ❙✐ G/σ(G) ❡st ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✱ ❛❧♦rs σ(G) ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t
❜♦r♥é✳
Pr❡✉✈❡ ✕ a) P♦✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r rk(G)✳ ❖♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r σ(G)◦ 6= 1✳ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ σ(G)◦✳ ❆❧♦rs A ❡st
❛❜é❧✐❡♥ ❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ σ(G)◦/A ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st
♣❛r❢❛✐t✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✵ [G, σ(G)◦] = σ(G)◦ ❡t ♦♥ ❛ σ(G)◦ = U˜(G)✳
❙✐ σ(G)◦ 6= A✱ ❛❧♦rs UK(σ(G)◦) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ♣✉✐sq✉❡
σ(G)◦/A ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳ ◗✉✐tt❡ à ❝❤♦✐s✐r A ❞❛♥s UK(σ(G)◦)✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ A ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❀ ❝❡ q✉✐ ❡♥tr❛î♥❡ à ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ σ(G)◦ ❡st ✉♥
UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✸✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r A = σ(G)◦✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ A⋊G/A ♦ù G/A ❛❣✐t s✉r A ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥✳
▲❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡ A ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡✱ ✐❧ ❡st
❤♦♠♦❣è♥❡✳
b) ❈♦♠♠❡ σ(G)/σ(G)◦ ❡st ✜♥✐✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ σ(G)◦ ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t
❜♦r♥é✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ♣❛r❢❛✐t✱ ❛❧♦rs σ(G)◦ ❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡ ✭▲❡♠♠❡ ✹✳✸✵✮ ❡t ❞✬❛♣rès
❧❡ ❋❛✐t ✷✳✸✹ ♦♥ ❛ σ(G)◦ = D × B✱ ♦ù D ❡t B s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s✱ D ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❡t B ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✵ ❞♦♥♥❡
[G, σ(G)◦] = σ(G)◦ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t D = [G,D]✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s D 6= 1✳ ❙♦✐t N ⊳ D✱
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ D/N s♦✐t G✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆❧♦rs G/σ(G)◦ ❛❣✐t s✉r
✼✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
D/N ❝❛r σ(G)◦ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ D/N ✳ ❈♦♠♠❡ [G,D] = D✱ ❛❧♦rs G/σ(G)◦ ♥❡ ❝❡♥tr❛✲
❧✐s❡ ♣❛s D/N ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✸✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t D/N ❡st
❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r D ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ D = 1 ❡t
σ(G)◦ ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ 
▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✺ ❞♦♥♥❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s ♣❛r❢❛✐ts ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✺✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❆❧♦rs G s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❛✈❡❝ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✜♥✐s
G = G1 ∗ ... ∗Gn ∗B
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s G1, ..., Gn ❡t B t❡❧s q✉❡ Gi/σ(Gi) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❡t B
t❡❧ q✉❡ B/σ(B) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s
s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ G ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙✐ G ♣♦ssè❞❡
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ A✱ ❛❧♦rs A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✹ ♦♥ ❛ G = A∗CG(A)◦✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à CG(A)◦✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡G ♥✬❛❞♠❡t
♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳
❈♦♠♠❡ G ❡st ♣❛r❢❛✐t✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✵ σ(G)◦ ❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ σ(G)◦ ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✶✶ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
G/σ(G)◦ = H1/σ(G)
◦ ∗ ... ∗Hl/σ(G)
◦
♦ù Hi/σ(G)◦ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s Ki✳
P♦✉r i t❡❧ q✉❡ Ki ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ♣♦s♦♥s σi = σ(H
(∞)
i )
◦✳ ❈♦♠♠❡
σi/σ
′
i ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs H
(∞)
i /σi ❛❣✐t s✉r σi/σ
′
i✳ ▼❛✐s H
(∞)
i /σi ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r Ki ❡t σi/σ
′
i ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✸ H(∞)i /σi ❝❡♥tr❛❧✐s❡ σi/σ
′
i✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ H
(∞)
i /σ
′
i ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r Ki ❡t σi/σ
′
i ❡st ✜♥✐ ✭❋❛✐t ✹✳✺✮✳ ❈♦♠♠❡ σi ❡st
rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t σi = σ
′
i = 1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ H
(∞)
i ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ H(∞)i ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲
♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ G✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦r♣s
Ki s♦♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t G = B✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❀ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ G✳ ❆✐♥s✐ σ(G)◦ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❉✬❛♣rès ❧❡
❋❛✐t ✷✳✸✹✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦
t❡❧ q✉❡ U = UK(σ(G)◦) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥
❛
G/U = S1/U ∗ ... ∗ Sn/U ∗B/U,
❛✈❡❝ S1/U, ..., Sn/U ❡t B/U ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❣r♦✉♣❡sG1, ..., Gn ❡t B ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ S(∞)i /σ(S
(∞)
i )
∼= Si/σ(Si) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r
✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
✼✽
✹✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
❙♦✐t M/N ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ G✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ U ✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✸ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
q✉♦t✐❡♥t G/CG(M/N) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ P✉✐sq✉❡ σ(G)◦ ❡st ♥✐❧✲
♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs σ(G)◦ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s CG(M/N) ❡t G/CG(M/N) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r K ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✼✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛
B/σ(B)◦ = B1/σ(B)
◦ ∗ ... ∗Bm/σ(B)
◦
♦ùB1/σ(B)◦, ..., Bm/σ(B)◦ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s
s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ❆✉ss✐✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s Bi s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ CG(M/N) ✭▲❡♠♠❡ ✹✳✸✸✮✳ ❈♦♠♠❡ σ(B)◦
❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡ ❡t σ(B)◦/U ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱ ♦♥ ❛ σ(B)◦ = U × B0 ♦ù
B0 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ P♦s♦♥s Bi = Bi/B0 ❡t U = UB0/B0✳
❈♦♠♠❡ Bi/U ∼=def Bi/σ(B)◦ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✱
❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✾✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ B
(∞)
i ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t B
(∞)
i ❝❡♥tr❛❧✐s❡ U ✱ ♣✉✐sq✉❡ Bi ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s G✲♠✐♥✐♠❛❧❡s
❞❡ U ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t B/B0 = (B
(∞)
1 ∗ ... ∗ B
(∞)
m ) × U ❝❛r U s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉❡ (B(∞)1 ...B
(∞)
m B0) ∩ U ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ U ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡st
tr✐✈✐❛❧ ❡t ♦♥ ❛
B = (B
(∞)
1 ...B
(∞)
m B0)× U = D × U
❛✈❡❝ D = B(∞)1 ...B
(∞)
m B0✳
P♦✉r t♦✉t i = 1, ..., n✱ ♦♥ ❛ [Si, D] 6 U ❀ ❞♦♥❝ ♣♦✉r g ∈ Si ❡t u, v ∈ D✱ ♦♥ ❛
[uv, g] = [u, g]v[v, g] = [u, g][v, g]
❝❛r D ❝❡♥tr❛❧✐s❡ U ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r g ∈ Si✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
γg : D → [Si, D]
u 7→ [u, g]
,
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rD/ker(γg) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞♦♥❝ s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ❙✐ D 6= ker(γg)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ UK(D) 6= 1 ♣❛r P✉❧❧✲❜❛❝❦
s✉r ❧❡s UK✲❣r♦✉♣❡s ✭❋❛✐t ✷✳✶✺✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r D ∩ U 6= 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❉♦♥❝ ♦♥ ❛ D = ker(γg) ❡t [Si, D] = 1✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
G = (S
(∞)
1 ...S
(∞)
n ) ∗D✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s Li ✉♥ ❝♦r♣s t❡❧ q✉❡ Si/σ(Si)◦ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r Li✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✹✱ σ(S
(∞)
i )
◦ ❡st ✉♥ ULi✲
❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ◗✉✐tt❡ à ❛ss❡♠❜❧❡r ❧❡s Si ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts Si/σ(Si)◦
s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❝♦r♣s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
Li 6∼= Lj ♣♦✉r t♦✉t i 6= j✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r σ(S
(∞)
i )
◦ ∩ σ(S(∞)j )
◦ = 1 ♣♦✉r t♦✉t i 6= j
✭❋❛✐t ✷✳✷✼✮✱ ❡t ♦♥ ❛
[S
(∞)
i , S
(∞)
j ] 6 U ∩ S
(∞)
i ∩ S
(∞)
j 6 σ(S
(∞)
i )
◦ ∩ σ(S(∞)j )
◦ = 1.
❉❡ ♣❧✉s
(S
(∞)
i ∩ S
(∞)
j )
◦ 6 (Si ∩ Sj)
◦ ∩ S(∞)i ∩ S
(∞)
j 6 U ∩ S
(∞)
i ∩ S
(∞)
j = 1,
✼✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
❡t
(S
(∞)
i ∩D)
◦ 6 (Si ∩D)
◦ 6 U ∩D = 1.
❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ G = S(∞)1 ∗ ... ∗ S
(∞)
n ∗ D ❛✈❡❝ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✜♥✐s✱ ❡t D/σ(D)
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ 
✹✳✸ K✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
▲✬ét✉❞❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛✲
♣✐tr❡ ✸✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♥❡
♣❛s ❛❞♠❡ttr❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s s❡❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s✱ ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t é✈✐t❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ✈❛ ❞♦♥❝ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❡ ✐❝✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s ♣❧✉s q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t ❀ ♥♦tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ❡st ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡
✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❡✈✐✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❡♥ ♦✉tr❡
❞✬ét❛❜❧✐r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s✱ ❛✉① K✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♥♥❡①❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡s ✹✳✹✽
❡t ✹✳✹✾✮✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✻✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ U ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹ ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹ ❞♦♥♥❡ G ∼=def U/V ✱ ♦ù U ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t V ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s U ✳ ❙♦✐t A/B ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
s✐♠♣❧❡ ❞❡ U ✳ ❙✐ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ V ✱ ❛❧♦rs A = B✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ V ✳ ❆❧♦rs (A∩V )B/B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧
♣r♦♣r❡ ❞❡ A/B✳ ❆✐♥s✐ A∩V ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s B ❝❛r A/B ❡st s✐♠♣❧❡✱ ❡t ❛❧♦rs ♦♥ ❛
AV/BV ∼=def A/B✳ ▼❛✐s AV/BV ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ s✐♠♣❧❡
❞❡ G ❡t G ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡✱ ❛❧♦rs AV/BV ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❀
♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✼✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ♥♦r♠❛❧ H✱ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r✲
♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❡t t❡❧ q✉❡ G/H s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r
K✳ ❆❧♦rs pi(U) ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ Ki 6∼= K✱ ♦ù Ki, pi ❡t U s♦♥t ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s♦t✐♦♥ ✸✳✹✹✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐❡♥t V ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ U ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹✱ ❡t B
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ U ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✷✽ pi(B) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❇♦r❡❧ ❞❡ pi(U)✳ ❈♦♠♠❡ pi ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ♦♥ ❛ pi(B
′
) = pi(B)
′
❡t ❝♦♠♠❡ pi(B)
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs pi(B)
′
❡st ✉♥ UKi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ B
′
/B
′
∩Ker(pi) ❡st ✉♥ UKi✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
✽✵
✹✳✸ K✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
❙♦✐t E/V ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ H ❞❛♥s U/V ✳ ❆❧♦rs BE/E ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧
❞❡ U/E ∼=def G/H✱ ❡t BE/E ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❞é✜♥✐s❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r K ❀ ❞♦♥❝ B
′
E/E ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▼❛✐s E/V ∼=def H ❡st ✉♥ UK✲
❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs B
′
V/V ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭♣✉❧❧✲❜❛❝❦✮✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ B
′
V/(B
′
∩ ker(pi))V ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✉♥ UKi✲
❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ K 6∼= Ki✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✼ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
B
′
V/(B
′
∩ ker(pi))V ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡t ♦♥ ❛ B
′
= (B
′
∩ ker(pi))(V ∩ B
′
)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✹(iv)✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ B
′
∩ V ❡st ✜♥✐ ❡t ❝♦♠♠❡ B
′
❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♦♥ ❛
B
′
= B
′
∩Ker(pi)✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ pi(B
′
) = pi(B)
′
= 1 ❡t pi(B) ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❈♦♠♠❡
U ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ✭▲❡♠♠❡ ✹✳✸✻✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✷ q✉❡ pi(U) ❡st
❛❜é❧✐❡♥ ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ Ki 6∼= K✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✸✽✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ❛✣♥❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ H t❡❧ q✉❡ G/H s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❣r♦✉♣❡s q✉♦t✐❡♥ts G/σ(G)✱ G/F (G) ❡t G/Z(G) s♦♥t ❞é✲
✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r G/Z(G) ❡t ❝❡❧❛ r❡st❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s
❣r♦✉♣❡s q✉♦t✐❡♥ts ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✶ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✷✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t♦♥ ✸✳✹✹ ❀ ♦♥ ❛ G ∼=def U/V ♦ù U 6 L1 × ... × Ln✱ V 6 Z(U) ❡t
Li = pi(U) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ Ki ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧s q✉❡ Ki 6∼= Kj ❞ès q✉❡ i 6= j✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✼
Li ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ Ki 6∼= K ❀ ❞♦♥❝ s✐ G ♥✬❡st ♣❛s ❛❜é❧✐❡♥✱ G/Z(G)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Lk/Z(Lk) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k
t❡❧ q✉❡ Kk ∼=def K✱ ❡t G/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ 
▲❡♠♠❡ ✹✳✸✾✳ ✕ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t F ✉♥
❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧s q✉❡ H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡ ❞❡ GLn(K) ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ n✳ ❙✐ H ❡st ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✱
❛❧♦rs H ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙✐ H ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✼✾✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r H ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✶ H/σ(H) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r F✳ ❈♦♠♠❡ H/σ(H) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥ UF✲❣r♦✉♣ ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❞❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡
H ❡st ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ H/σ(H) = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ 
▲❡♠♠❡ ✹✳✹✵✳ ✕ ❙♦✐t H ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❙✐ H ❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ GLn(K) ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs H
′
❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts s✉r K ❀ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r H
′
❡st ❢❡r♠é✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐tH ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡H r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t àK✳ ❆❧♦rsH = U⋊R
♦ù U ❡st ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ H ❡t R ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ré❞✉❝t✐❢✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✽✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
U ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ♦♥ ❛ ✿
R = S1 ∗ ... ∗ Sm ∗ T
♦ù S1, ..., Sm s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s ❡t T ✉♥ t♦r❡✳ ❖♥ ❛
R
′
= S1 ∗ ... ∗ Sm
❡t R
′
❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❝❛r ❝❤❛q✉❡ Si ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r s❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳
P♦s♦♥s RH = UH ∩ R✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ UH = U ⋊ RH ✱ HU/U ∼= RH ❡t RH = R✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✵✱ UK(RH) ❡st s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ♥♦r♠❛❧ ❞❡ RH ✱ ✐❧ ❡st
❞♦♥❝ ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r ♦♥ ❛ R✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ UK(RH) ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s Si✳ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t RH/UK(RH) ét❛♥t s❛♥s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st
❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✾✱ R/UK(RH) ❡st ✉♥ t♦r❡✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té UK(RH) = S1∗ ...∗Sm✱ ❡t ❛❧♦rs ♦♥ ❛ R
′
H = R
′
= UK(RH)✳
❉♦♥❝ R
′
H ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ H
′
U/U ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡
U ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✶✺ q✉❡ H
′
❡st ✉♥
UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ H
′
❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ❛❧♦rs
H
′
❡st ❢❡r♠é✳ 
▲❡♠♠❡ ✹✳✹✶✳ ✕ ❙♦✐t H ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s F ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ❡t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ ❆❧♦rs t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❝♦♥♥❡①❡ ♥♦r♠❛❧ N ❞❡ H ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r N ❡st
❢❡r♠é✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t N0 ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ N ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ ❆❧♦rs
N0 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ♥♦r♠❛❧ ❞❡ H ❡t H/N0 ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r F
✭❋❛✐t ✶✳✼✶✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ N/N0 ❡st ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ N
❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸✾✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ N/N0 ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ t♦r❡
♥♦r♠❛❧ N/N0 ❞❡ H/N0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ H ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ r✐❣✐❞✐té
❞❡s t♦r❡s ♦♥ ❛ N/N0 6 N/N0 6 Z(H/N0)s✳ P♦s♦♥s T/N0 = Z(H/N0)◦s✳ ❈♦♠♠❡
H ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ❛❧♦rs H/H
′
❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts
❡t H/H
′
❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ H/H
′
N0 ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t✳
▼❛✐s H/H
′
N0 ∼=
def (H/N0)/(H
′
N0/N0)✱ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ T/N0 ❡st ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts
s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✱ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s H/H
′
N0 ❡st tr✐✈✐❛❧❡ ❡t ♦♥ ❛ T/N0 6 H
′
N0/N0✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✾✶ T/N0 ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ✜♥✐✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
T = N0 ❡t N = N0✳ 
▲❡♠♠❡ ✹✳✹✷✳✕ ❉❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ K1, ...,Kn
❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❡t t❡❧s q✉❡ Ki 6∼= Kj ♣♦✉r t♦✉t
i 6= j✱ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s L1, ..., Ln ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K1, ...,Kn r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ L1 × ... × Ln✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t i ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ pi(H) ❞❡ H s✉r Li ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡s Lj ♣♦✉r j 6= i✱
❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts s✉r Ki✱ ❛❧♦rs
H = p1(H)× ...× pn(H).
✽✷
✹✳✸ K✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ❛ pi(H) 6 H ♣♦✉r t♦✉t i✳ Pr♦❝é❞♦♥s
♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ❙♦✐t i t❡❧ q✉✬♦♥ ❛✐t pi(H) 6 H ❛✈❡❝ rk(Ki) ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t u ∈ pi(H) \ {1} ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t ❀ ❛❧♦rs d(u) ∼=def (Ki)+
❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✷✾✳ ❙♦✐t x ∈ H t❡❧ q✉❡ u = pi(x)✱ ♦♥ ❛
d(u) ∼=def d(x)/(ker(pi) ∩ d(x)) ∼=
def (Ki)+.
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✼✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ B ❞❡ d(x) t❡❧ q✉❡
d(x) = B(ker(pi) ∩ d(x)) ❡t B/(B ∩ ker(pi)) ≃ (Ki)+
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ J(B) = B ∩ ker(pi) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ y ∈ B t❡❧ q✉❡ pi(x) = pi(y)✳
P♦✉r t♦✉t j 6= i t❡❧ q✉❡ rk(Kj) ≤ rk(Ki)✱ ♠♦♥tr♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ q✉❡ pj(B) ❡st
tr✐✈✐❛❧✳ P♦s♦♥s Bj = pj(B)✳ ❈♦♠♠❡ B ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs
Bj ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ Lj ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▼✉st❛✜♥ ✭❋❛✐t
✸✳✸✼(iv)✮✱ ♦♥ ❛ Bj = (Bj)u × (Bj)s✳ P❛r ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐té ❞❡ Bj s♦✐t Bj = (Bj)u✱
s♦✐t Bj = (Bj)s✳ ❙✐ Bj = (Bj)u✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ Bj ∼=def (Kj)+✱ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
J(B) = B∩ker(pj)✱ ❡t ❛✐♥s✐ (Kj)+ ∼=def B/J(B) ∼=def (Ki)+ ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❆❧♦rs Bj = (Bj)s ❡t ♦♥ ❛ Bj →֒ (K∗j)
r ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥
❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ γ ❞❡ B ❞❛♥s K∗j ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ker(γ)
◦
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ J(B)✱ ❡t ❝♦♠♠❡ B/J(B) ∼=def (Ki)+ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ♦♥ ❛
ker(γ) 6 J(B)✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❞ès ❧♦rs q✉❡ rk(B/J(B)) ≤ rk(B/ker(γ))✳ ▼❛✐s B/ker(γ)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ K∗j ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛
rk(Ki) = rk(B/J(B)) ≤ rk(B/ker(γ)) ≤ rk(Kj)
❈♦♠♠❡ rk(Kj) ≤ rk(Ki)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té
rk(B/J(B)) = rk(B/ker(γ)) = rk(Ki) = rk(Kj)
❞✬♦ù ker(γ) = J(B) ❡t ♦♥ ❛
B/ker(γ) = B/J(B) ∼=def (Ki)+ ∼=
def K∗j .
❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r K∗j ❛ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ♠❛✐s ♣❛s (Ki)+✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡
Bj = pj(B) = 1 ♣♦✉r t♦✉t j 6= i t❡❧ q✉❡ rk(Kj) ≤ rk(Ki)✳
❈♦♠♠❡ y ∈ H 6 p1(H) × ... × pn(H)✱ ♦♥ ❛ y = pi(x)pj1(y)...pjm(y)✱ ❛✈❡❝
j1, ..., jm t❡❧s q✉❡ rk(Kjl) > rk(Ki) ♣♦✉r t♦✉t l = 1, ...,m✳ ❈♦♠♠❡ pjl(y) ∈ H
♣♦✉r t♦✉t l = 1, ...,m ❡t y ∈ H✱ ♦♥ ❛ u = pi(x) ∈ H ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❞❡ pi(H) s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s H✳ ❈♦♠♠❡ pi(H) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ✐❧ ✈✐❡♥t pi(H) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s H ❀ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡
i✳ 
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ s✐ ❡♥ ♣❧✉s H ❡st K✲❣r♦✉♣❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s pi(H)
s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✻✮✳
✽✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✸✳ ✕ ❉❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
K1, ...,Kn ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧s q✉❡ Ki 6∼= Kj ♣♦✉r
t♦✉t i 6= j✱ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s L1, ..., Ln ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K1, ...,Kn r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t✱ ❡t H ✉♥ K✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ L1 × ... × Ln✳ ❆❧♦rs
H
′
= (H
′
∩ L1)× ...(H
′
∩ Ln)✳
Pr❡✉✈❡ ✕ P♦✉r t♦✉t i = 1, ..., n✱ s♦✐t pi ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡H s✉r Li ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t
❛✉ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡s Lj ♣♦✉r j 6= i✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✵✱ pi(H)
′
❡st ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❞❡s ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r Ki✳ ❈♦♠♠❡ pi(H)
′
= pi(H
′
)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡
✹✳✹✷ q✉❡ H
′
= p1(H
′
)× ...×pn(H
′
)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r pi(H
′
) 6 H
′
∩Li✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t
s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈♦✉❧✉❡ ❞❡ H
′
✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✹✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K1 ✭r❡s♣✳ s✉r K2✮✱ ♣♦✉r K1 ❡t K2 ❞❡✉① ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❡t t❡❧s q✉❡ K1 6∼= K2✳ ❆❧♦rs G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K1 ✭r❡s♣✳ K2✮✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ α1 ✭r❡s♣✳ α2✮ ❞❡ G s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ L1 ✭r❡s♣✳ L2✮ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K1
✭r❡s♣✳ K2✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
α : G → L1 × L2
h 7→ (α1(h), α2(h))
❙♦✐t x ∈ α(G) ∩ L1✳ ❆❧♦rs x = (α1(h), α2(h)) ❛✈❡❝ α2(h) = 1✳ ❈♦♠♠❡ α2 ❡st
✐♥❥❡❝t✐❢✱ ♦♥ ❛ h = 1✳ ❉♦♥❝ x = 1 ❡t α(G) ∩ L1 = 1✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
α(G) ∩ L2 = 1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✸✱ ♦♥ ❛
α(G)
′
= (α(G)
′
∩ L1)× (α(G)
′
∩ L2) 6 (α(G) ∩ L1)× (α(G) ∩ L2) = 1.
❉♦♥❝ G ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✺✳ ✕ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❡t
K1✱ K2 ❞❡✉① ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ♥♦♥ ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❙✐ H
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s
✉♥✐♣♦t❡♥ts s✉r K1✱ ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts s✉r K2✱ ❛❧♦rs H = 1✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✹✱ ❧❡s
✐♥❥❡❝t✐♦♥s α1(H) ❡t α2(H) s♦♥t ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡
✹✳✹✷✱ ♦♥ ❛ H ∼= (α(H) ∩ L1)× (α(H) ∩ L2) = 1✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✻✳ ✕ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✷✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
H ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡✳ ❆❧♦rs ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s pi(H) s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡s ❞❛♥s H✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✷✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s pi(H) s♦♥t ❡♥✲
❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ✐❧s s♦♥t ❢❡r♠és ❡t ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r H = L1× ...×Ln ❡t
Li ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts s✉rKi✳ ❙♦✐t β ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡H✳
✽✹
✹✳✸ K✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
❙✐ β(Li) 6= Li✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ j 6= i t❡❧ q✉❡ pj(β(Li)) 6= 1✳ P♦s♦♥s Pj = pj(β(Li))✳
❈♦♠♠❡ Li ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s H✱ ❛❧♦rs Pj ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s Lj ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡
✹✳✹✶ Pj ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❞❡ Lj ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts s✉rKj✳ ❈♦♠♠❡
Pj ∼=
def Li/S ♣♦✉r S ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ Li✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡
▲❡♠♠❡ ✹✳✹✶ S◦ ❡st ❢❡r♠é✱ ❞♦♥❝ S ❛✉ss✐✱ ❞✬♦ù Li/S ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r Ki ❡t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ ❉♦♥❝ Pj = 1 ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✺✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ β(Li) = Li✳ 
▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▲❡✈✐✱ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡
♣❛r ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✾✵✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❙♦✐t U ❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G✳ ❆❧♦rs U ❛ ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❞❛♥s G✱ ❡t ❞❡✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r rk(U)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r U 6= 1✳
❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ U ✳ ❆❧♦rs U/A ❡st UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧
♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G/A✳ ❙✐ U0/A ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡
G/A✱ ♦♥ ❛ U 6 U0 ❡t U0 ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❈♦♠♠❡ U0/A ❡st
♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t A ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs U0 ❡st rés♦❧✉❜❧❡✳ ❙✐ S ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❙②❧♦✇ ❞❡ U0✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✶✱ SA/A ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙②❧♦✇ ❞❡
U0/A✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t U0 = AS✳ ▼❛✐s U ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ♥♦r♠❛❧
❞❡ U0✱ ❞♦♥❝ A 6 U 6 S ❡t ♦♥ ❛ U0 = S✳ ❉♦♥❝ U0 ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧
♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G✳ P❛r ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ U ♦♥ ❛ U0 = U ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ U/A ❡st ❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G/A✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t G/A = U/A⋊R/A✱ ♦ù R/A ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ U/A ❞❛♥s G/A✱
❡t ❞❡✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U/A s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
a) ❙✐ A < U ✱ ♦♥ ❛ R < G✳ ❙♦✐t A0/A ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t
❞❡ R/A✱ ❛❧♦rs U/A⋊A0/A ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡✳ ❖r U/A ❡t A0/A s♦♥t ❞❡s
UK✲❣r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❙②❧♦✇ ❞❛♥s
UA0/A ❡t ❝♦♠♠❡ U/A ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s UA0/A✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t UA0/A ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
P❛r ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ U/A✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ UA0/A = U/A✱ ❞✬♦ù A0 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
U ✳ ❈♦♠♠❡ U ∩R ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s A✱ ♦♥ ❛ A0 = A ❡t A ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ UK✲s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ R✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ A ❛ ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
Q ❞❛♥s R ❡t ♦♥ ❛ G = U ⋊Q✳ ❉♦♥❝ Q ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ U ❞❛♥s H✳
❙✐ Q1 ❡t Q2 s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U ❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs Q1A/A ❡t Q2A/A s♦♥t
❞❡✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U/A ❞❛♥s G/A✳ ❉♦♥❝ Q1A/A ❡t Q2A/A s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és
à R/A ❡t ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r Q1A = Q2A = R✳ ❈♦♠♠❡ Q1 ∩A = Q2 ∩A = 1✱ ❛❧♦rs
Q1 ❡t Q2 s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s R✱ ✐❧s ❧❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❞❛♥s G✳
b) ❙✉♣♣♦s♦♥s A = U ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r U ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✐❝✐ q✉❡ G ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❙♦✐t G+ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❞❡ G✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✵✱ G+ ❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G ❡t G/G+ ❡st ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳
✽✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
❈♦♠♠❡ G ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs G/G+ ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥
t♦r❡ ✭▲❡♠♠❡ ✹✳✸✾✮✳ ❙♦✐t Ru(G+) ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ G+ ❀ ♦♥ ❛ U = Ru(G+)✱
❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✾✵ ♦♥ ❛ G+ = U ⋊H ♦ù H ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ U ❞❛♥s
G+✱ ✉♥✐q✉❡ à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
G = G+NG(H) = UNG(H)
◦✳
• ❙✐ H = 1✱ ❛❧♦rs G+ = U ❡t U ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❈♦♠♠❡ G/U ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs G
❡st rés♦❧✉❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s G/U ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ T1/U ❞❡ G/U ✱ ♦ù
G ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡ G✱ ❡t ♦♥ ❛ T1 = U ⋊ T ♦ù T ❡st ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧
❞❡ T1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t G = U ⋊ (G ∩ T ) ❡t G ∩ T ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ U ❞❛♥s
G✳ ❙✐ H1 ❡t H2 s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U ❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs H1 ❡t H2 s♦♥t
❢♦r♠és ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❝❛r U ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❞❡ T1✳
❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✳✼✾✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s H1 ❡t H2 s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❞❡s t♦r❡s
♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ T1✳ ▼❛✐s ❧❡s t♦r❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ T1 s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ U ✱ ❡t ❝♦♠♠❡ T ❡st ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ T1✱ ♦♥ ❛ H1 = G ∩ T u1 = (G ∩ T )u1 ❡t
H2 = G ∩ T
u2 = (G ∩ T )u2 ❛✈❡❝ u1, u2 ∈ U ✳ ❆❧♦rs H1 ❡t H2 s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❛♥s
G✳
• ❙✐ 1 6= H ⊳ G✱ ❛❧♦rs G/H ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ♣✉✐sq✉❡ H
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❢❡r♠é ❞❡ G+✳ ❙♦✐t V/H ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧
♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G/H✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✵✱ V/H ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❡t ♦♥ ❛ V 6 G+ = U ⋊H✳ ▼❛✐s UH/H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ V/H✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ V = G+ = U ⋊ H✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ G/H =
G+/H ⋊C/H = UH/H ⋊C/H ♦ù C/H ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ G+/H✱ ❡t ❧❡s
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡G+/H ❞❛♥sG/H s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛G = UC✱
❡t ❝♦♠♠❡ U ∩ C = U ∩H = 1✱ ♦♥ ❛ G = U ⋊ C ❡t C ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
U ❞❛♥s G✳ ❙✐ C1 ❡t C2 s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U ❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs C1 ∩ G+
❡t C2 ∩ G+ s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U ❞❛♥s G+✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r C1 ∩ G+ = H = C2 ∩ G+✳ ❆❧♦rs C1/H ❡t C2/H s♦♥t
❞❡✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ G+/H ❞❛♥s G/H✱ ✐❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥❥✉❣✉és✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t
q✉❡ C1 ❡t C2 s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✳
• ❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡t ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs
G = U ⋊ NG(H)
◦ ❡t NG(H)◦ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ U ❞❛♥s G✳ ❙✐ R1 ❡t R2
s♦♥t ❞❡✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U ❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs R1 ∩ G+ ❡t R2 ∩ G+ s♦♥t ❞❡✉①
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U ❞❛♥s G+✳ P❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ U ❞❛♥s
G+✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r R1 ∩G+ = H = R2 ∩G+ ❡t ♦♥ ❛ R1 = NG(H)◦ = R2✳ 
▲❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✽ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✭❋❛✐t ✶✳✼✼✮✱ ❛✉① ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥♥❡①❡s rés♦❧✉❜❧❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✽✳ ✕ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
③ér♦✱ ❡t G ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ GLn(K) ♣♦✉r ✉♥
❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ n✳ ❆❧♦rs G = U⋊T ✱ ♦ù U ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡
G✱ ❡t T ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❡t ✉♥✐q✉❡
à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès✳
✽✻
✹✳✸ K✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼✱ ♦♥ ❛ G = U ⋊ T ♦ù U ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G ❡t T ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G ✉♥✐q✉❡ à
❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r U ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t
❞❡ G ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✵✮✱ ❡t T ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❙♦✐t G ❧❛
❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ rés♦❧✉❜❧❡✱ ❡t ❝♦♥♥❡①❡
❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✾✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✼✼✱ ♦♥ é❝r✐t G = Gu ⋊ S ♦ù S ❡st
✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ U = Gu∩G ❡t U ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✉♥✐♣♦t❡♥ts ❞❡ G✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ U ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡
G ❡t T ❡st ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡ ❋❛✐t ✶✳✼✾ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ T
❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✾✳ ✕ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t
K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧s q✉❡ R ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ GLn(K)✳ ❙✐ R ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛
R = S1 ∗ ... ∗ Sn ∗ σ(R)
◦
♦ù S1, ..., Sn s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r K✱ ❡t σ(R)◦ ❡st ❛❜é❧✐❡♥
❡t ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙✐ R ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✽✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r R ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✶✶ ♦♥ ❛
R/σ(R)◦ = S1/σ(R)
◦ ∗ ... ∗ Sn/σ(R)
◦
❛✈❡❝ S1/σ(R)◦, ..., Sn/σ(R)◦ ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Si ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♦♥ ❛ S
(∞)
i /(S
(∞)
i ∩ σ(R)
◦) ∼= Si/σ(R)
◦ ❀ ❞❡ ♣❧✉s
R = S
(∞)
1 ...S
(∞)
n σ(R)◦✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✷✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ (S
(∞)
i )
′
❡st ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❞❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✱ ❡t ❝♦♠♠❡ [S(∞)i , S
(∞)
i ∩σ(R)
◦] ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❝♦♥♥❡①❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ (S(∞)i )
′
✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✶✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❞❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✽✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ σ(R)◦ ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t
❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✱ ❛❧♦rs [S(∞)i , S
(∞)
i ∩σ(R)
◦] q✉✐ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
σ(R)◦✱ ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t ❡t ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s ❀ ❞♦♥❝ [S(∞)i , S
(∞)
i ∩ σ(R)
◦]
❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✺✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ S(∞)i ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t
S
(∞)
i ∩ σ(R)
◦ ❡st ✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✻ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ S(∞)i ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r K✳
❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ [S(∞)i , S
(∞)
j ] 6 S
(∞)
i ∩ σ(R)
◦ ❡t S(∞)i ∩ σ(R)
◦ ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ♦♥
❛ [S◦i , S
(∞)
j ] ❡st tr✐✈✐❛❧ ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ S
(∞)
i ✳ ❉❡ ♠ê♠❡ [S
(∞)
i , σ(R)
◦] = 1 ❀ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ R = S(∞)1 ∗ ... ∗ S
(∞)
n ∗ σ(R)◦✳ 
❙✐ G ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥
❞❡ s❛✈♦✐r s✐ U˜(G) ❡st é❣❛❧ ❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ U ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼✳ ❖♥ s❛✐t
q✉❡ U ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ U˜(G) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▼✉st❛✜♥ ♦♥ ❛
U˜(G) = U×T ♦ù T ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❙❡ ♣♦s❡r ❝❡tt❡
✽✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
q✉❡st✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ T ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s
❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ✐♥t❡r♣rétés ♣❛r G s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s
à K ❀ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ s❛✉r❛✐t ❞✐r❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛
❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭❛✮ s♦✐t G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❀
✭❜✮ s♦✐t G = F (G)R ♣♦✉r R ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡ ❀
✭❝✮ s♦✐t F (G) ❡st ✜♥✐✳
Pr❡✉✈❡ ✕ Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r rk(G)✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
G ♥♦♥ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t F (G) ✐♥✜♥✐✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ G = F (G)R ♣♦✉r R ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡✳
❙✐ G ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs G = F (G)C ♦ù C ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G
✭❋❛✐t ✶✳✺✺✮✳ ❉♦♥❝ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t R = C ❝✬❡st ✜♥✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G ❡st
♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳
❙✐ F (G)◦ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ σ(G)◦✱ ❛❧♦rs σ(G)◦ = F (G)◦Cσ✱ ♦ù Cσ
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ σ(G)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐✱
♦♥ ❛ G = NG(Cσ)σ(G)◦ = F (G)NG(Cσ)◦ ❡t NG(Cσ)◦ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡
❞❡ G✳ ◗✉✐tt❡ à ♣r❡♥❞r❡ R = NG(Cσ)◦✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r
F (G)◦ = σ(G)◦✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✶✶✱ ♦♥ ❛
G/F (G)◦ = G1/F (G)
◦ ∗ ... ∗Gm/F (G)
◦,
♦ù Gi/F (G)◦✱ ♣♦✉r i = 1, ..., n✱ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ G(∞)i ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣❛r❢❛✐t ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G ❡t
Gi/F (G)
◦ = G
(∞)
i F (G)
◦/F (G)◦ ∼= G
(∞)
i /G
(∞)
i ∩ F (G)
◦.
❙✐ F (G)◦ = Z(G)◦✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ G(∞)i ∩ F (G)
◦ 6 Z(G
(∞)
i ) ❡t G
(∞)
i /Z(G
(∞)
i ) ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✺✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡
G
(∞)
i ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t Z(G
(∞)
i ) = F (G
(∞)
i )
❡st ✜♥✐✳ P♦s♦♥s R = G(∞)1 ∗ ... ∗ G
(∞)
m ❀ ❛❧♦rs G = F (G)R ❡t R ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ F (R) = F (G(∞)1 ) ∗ ... ∗ F (G
(∞)
m ) ❡st ✜♥✐✱
❛❧♦rs R ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ G✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Z(G)◦ ❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ F (G)◦✳
❈♦♠♠❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G 6 L1× ...×Ln ♦ù
Li ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✶ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✹✷✱ ♦♥ ❛
[F (G), G] = p1([F (G), G])× ...× pn([F (G), G])
❡t ♣♦✉r i = 1, ..., n✱ pi([F (G), G]) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ ❞❡ [F (G), G] ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✻✮✳ ❈♦♠♠❡ [F (G), G] 6= 1✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
i ∈ {1, .., n} t❡❧ q✉❡ pi([F (G), G]) 6= 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s p1([F (G), G]) 6= 1✱ ❡t s♦✐t A
✽✽
✹✳✸ K✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ p1([F (G), G])✳ ❆❧♦rs A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
✉♥✐♣♦t❡♥t ❡t L1/A ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉♦♥❝ G/A s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❞❛♥s L1/A × L2 × ... × Ln ❡t G/A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st
♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs G/A ♥✬❡st ♣❛s ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ■❧ ✈✐❡♥t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥
q✉❡ s♦✐t F (G/A) ❡st ✜♥✐✱ s♦✐t ♦♥ ❛ G/A = F (G/A)R/A ♣♦✉r R ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ G✳ P♦s♦♥s F/A = F (G/A)✳ ❆❧♦rs F ❡st rés♦❧✉❜❧❡
❡t ♦♥ ❛
F ◦ = σ(G)◦ = F (G)◦.
❙✐ G/A = F (G/A)R/A✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ G = FR = F ◦R = F (G)R ❡t ❝✬❡st ✜♥✐✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ F (G/A) ❡st ✜♥✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A = F ◦ = F (G)◦ = σ(G)◦ ❡t
F (G)◦ ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G ❞✐st✐♥❝t ❞❡ F (G)◦✳
❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✷✹✱ B ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✹ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
G = B ∗CG(B)
◦✳ ❈♦♠♠❡ F (G)◦ = A ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t✱ F (G)◦ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❡t ♦♥
❛ F (G)◦ 6 CG(B)◦ < G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ F (G)◦ = F (CG(B))◦✳ ■❧ ✈✐❡♥t ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ s♦✐t CG(B)◦ ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ s♦✐t CG(B)◦ = F (G)R0 ♣♦✉r
R0 ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡✳ ❙✐ CG(B)◦ ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs CG(B)◦ = F (G)◦
❡t ♦♥ ❛ G = B ∗ F (G)✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t R = B✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r
CG(B)
◦ = F (G)R0✱ ❡t ♦♥ ❛ G = F (G)(BR0) ❀ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
BR0 ❡st ♣r♦♣r❡ ❞❛♥s G✳ ❙✐ G = BR0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ CG(B)◦ = CG(B)◦ ∩ (BR0) =
R0(CG(B)
◦ ∩B)✱ ❡t ❝♦♠♠❡ CG(B)◦ ∩B ❡st ✜♥✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t CG(B)◦ = R0 ❀ ❝❡ q✉✐
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝ BR0 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ G✱ ❛❧♦rs q✉✐tt❡ ❛ ♣r❡♥❞r❡
R = BR0✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ A = F (G)◦ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳
❈♦♠♠❡ G ❡st ♥♦♥ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G
′
❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡
✹✳✹✸ ♦♥ ❛ G
′
= (G
′
∩ L1) × ... × (G
′
∩ Ln) ❡t ❝❤❛q✉❡ G ∩ Li ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s
✉♥✐♣♦t❡♥ts✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ A ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ G
′
= G
′
∩ L1 ❡t G
′
❡st ❢❡r♠é ✭❋❛✐t
✸✳✶✵✮✳ ▲❡ ❋❛✐t ✶✳✾✵ ❞♦♥♥❡ G
′
= U ⋊ S✱ ♦ù U = Ru(G
′
) ❡st ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡
G
′
❡t S ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ré❞✉❝t✐❢ ✉♥✐q✉❡ à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❞❡ G
′
✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ A = U = F (G
′
)◦✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t
❞❡ ❋r❛tt✐♥✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
G = G
′
NG(S)
◦ = F (G)NG(S)
◦.
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ NG(S)◦ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ G✳ ❙✐ NG(S)◦ = G✱ ❛❧♦rs S
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G ❡t ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ A ♦♥ ♦❜t✐❡♥t S = 1 ❡t G
′
= A
❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝ NG(S)◦ ❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ G ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✶✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ s❛♥s
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✳ ❆❧♦rs G/F (G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t H ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs ❞❛♥s G ❞❡s s❡❝t✐♦♥s G✲
♠✐♥✐♠❛❧❡s U/V ❞❡ F (G) t❡❧❧❡s q✉❡ Z(G) 6 V ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ F (G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ H✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ G/H ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
✽✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
❙✐ F (G) = Z(G) ❛❧♦rs G = H ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r F (G) ❡st
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ Z(G)✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✶✱ F (G)/Z(G) ❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡✳
❙♦✐t U/V ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ G✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ F (G) t❡❧❧❡ q✉❡ Z(G) 6 V ✱ ❛❧♦rs U/V ❡st
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ F (G)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✺✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
U/V ❡st ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣♦✉r L ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
③ér♦✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✹✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ U/V ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r L✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ U/V ∼=def Ls+✱ ♣♦✉r
✉♥ ❡♥t✐❡r s ≥ 1✱ ❝❛r U/V ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ G/CG(U/V ) ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❞♦♥♥❡ H =
⋂n
i CG(Ui/Vi) ♦ù ❧❡s Ui/Vi s♦♥t
❞❡s s❡❝t✐♦♥s G✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ F (G) t❡❧❧❡s q✉❡ Z(G) 6 Vi✳ ❆✐♥s✐✱ G/H s✬✐♥❥❡❝t❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t G/CG(U1/V1) × ... × G/CG(Un/Vn)✱ ❡t ❝♦♠♠❡
❝❤❛q✉❡ G/CG(Ui/Vi) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❧♦rs G/H ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡✳
❙♦✐t R ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G ❝♦♥t❡♥❛♥t F (G)
❡t t❡❧ q✉❡ G/R ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆❧♦rs R ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ H✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G/F (G) ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ♦♥
❛ R 6= F (G)✳ ❙♦✐t A/F (G) ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ R/F (G)✱ G✲♥♦r♠❛❧ ❡t
♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s (Bi)i≥1✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ F (G) ❝♦♥t❡♥❛♥t Z(G) ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ B1/Z(G) ❡t
Bi+1/Bi ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 1✱ s♦✐❡♥t ❞❡s s❡❝t✐♦♥s G✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ F (G)✳ ❈♦♠♠❡ F (G)
❡st ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m ≥ 1 t❡❧ q✉❡ Bm = F (G)◦✳
• ❙✐ A/F (G) ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡✱ ❛❧♦rs A
′
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ F (G)
❡t ❝♦♠♠❡ G ❝❡♥tr❛❧✐s❡ F (G)/F (G)◦✱ ♦♥ ❛ A2 6 F (G)◦✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ A ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ H ♦♥ ❛ A3 6 Bm−1✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Am+2 6 Z(G)✳
❉♦♥❝ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ♦♥ ❛ A = F (G) ❀ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t
A/F (G) 6= 1✳
• ❙✐ A/F (G) ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♣❛r G ❀ ❞♦♥❝ A/F (G)
❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t✳
• ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ A/F (G) ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ s✐♠♣❧❡
❞♦♥❝ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝❛r G ❡st ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡✳ ❆❧♦rs (G/F (G))/CG/F (G)(A/F (G)) ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♦♥ ❛ R/F (G) 6 CG/F (G)(A/F (G))✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
A/F (G) ❡st ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❜é❧✐❡♥♥❡ ❝❛r ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s R/F (G)✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
✜♥✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✷✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t
F ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ❙✐ G/F ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥
❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r K✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r rk(G)✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r F ✱ ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G t❡❧ q✉❡ G/F s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❈♦♠♠❡ F ❡st ✜♥✐ ❡t G ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs F ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s G✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ F ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ σ(G)◦✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✶✶✱ ♦♥ ❛
G/σ(G)◦ ∼= G1 ∗ ... ∗Gn
✾✵
✹✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
♣♦✉rG1, ..., Gn ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s K1, ...,Kn✳ ❈♦♠♠❡ σ(G/F ) = σ(G)/F ✱ ❛❧♦rs G/σ(G) ∼= (G/F )/σ(G/F ) ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✭❋❛✐t ✸✳✶✶✮✳ ❖r G/σ(G) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t
❞✐r❡❝t G1/Z(G1)× ...×Gn/Z(Gn)✱ ❞♦♥❝ Gi/Z(Gi) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r
K✳ ▼❛✐s Gi/Z(Gi) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ s✉r Ki✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ K ∼=def Ki
❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✻✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ G/σ(G)◦ ∼= G1∗ ...∗Gn ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ F ✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ F ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
σ(G)◦✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼✱ é❝r✐✈♦♥s G/F = U/F ⋊ R/F ♦ù U/F ❡st ❧❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G/F ✳ ❖♥ ❛ U = U◦ × F ❡t U◦ ∼=def
U/F ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✳ ❆✉ss✐✱ ♦♥ ❛
G = UR = U◦R✱ ❡t ❝♦♠♠❡ U◦ ∩ R ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ U ∩ R = F ✜♥✐✱ ❛❧♦rs
U◦ ∩ R = 1 ❝❛r U◦ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t G = U◦ ⋊ R✳ ❙✐ U◦ 6= 1✱
❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à R✱ ❡t R ∼=def G/U◦ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ F ✱ ♦♥ ❛ F 6 U◦✱ ❡t ❝♦♠♠❡ U◦ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱
♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ F = 1 ❡t G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
s✉♣♣♦s❡r U◦ = 1✳ ❖♥ ✈❛ s✉♣♣♦s❡r ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ G/F ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❞❡ GLm(K)✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✾ ❞♦♥♥❡
G/F = S1/F ∗ ... ∗ Sn/F ∗ σ(G)
◦/F
♦ù S1/F, ..., Sn/F s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉rK ❡t σ(G)◦/F ❡st
❛❜é❧✐❡♥ ❡t ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ F ❡st ❝❡♥tr❛❧✱ ❛❧♦rs ❧❡s S(∞)i s♦♥t
❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉rK ✭❋❛✐t ✹✳✺✮ ❀ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ G = S(∞)1 ∗..∗S
(∞)
n ∗σ(G)◦✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ σ(G)◦ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡
σ(G)◦/F ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡ ❡t ❡st ❞♦♥❝
❛❜é❧✐❡♥ ❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ P❛r ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ F ✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ σ(G)◦ ❡st ❛✉ss✐ ❛❜é❧✐❡♥ ❡t
❞✐✈✐s✐❜❧❡✳ P♦s♦♥s r = |F | ❀ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
f : σ(G)◦ → σ(G)◦
a 7→ ar
,
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t ❞❡ ♥♦②❛✉ N ✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ F ❡st ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s N ✳ ❉♦♥❝ σ(G)◦/N ∼= σ(G)◦ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡
✸✳✺✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ 
✹✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❍②♣♦t❤ès❡ ✹✳✺✸✳ ✕ P♦✉r t♦✉t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❧♦❝❛❧ R ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡
❧❡ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K = R/J(R) ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❡t J(R) ∼=def K+✱
s✐ T ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R∗ ✈ér✐✜❛♥t T ∩ (1 + J(R)) = 1✱
❛❧♦rs T ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s R✳
✾✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣✉r ❛♥♥❡❛✉✱
R =
{(
t a
0 t
)
|t, a ∈ L
}
♦ù L ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ❀ s✐ (R, T ) ❡st str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ♦ù T ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ R∗✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ s♦✐t T ∩ (1 + J(R)) ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✱ s♦✐t R = J(R) ⊕ S✱ ♦ù S ❡st ❧❡
s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉ ❞❡ R ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r T ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ S ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❝♦r♣s
K ✐♥t❡r♣rété ♣❛r R/J(R)✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ f ❡♥tr❡ R ❡t ❧✬❛♥♥❡❛✉{(
s b
0 s
)
|s, b ∈ K
}
❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t r = x+ y ∈ R✱ ❛✈❡❝ x ∈ J(R) ❡t y ∈ S✱ ♦♥
❛
f(r) =
(
α(x) β(y)
0 α(x)
)
♦ù β ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ S ❡t K✱ ❡t α ✉♥ ✐s♦♠♦♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ J(R) ❡t K+✳
✹✳✹✳✶ ●r♦✉♣❡s rés♦❧✉❜❧❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
▲❡♠♠❡ ✹✳✺✹✳ ✕ ❙♦✐t G = V ⋊ T ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ♦ù V ❡t T
s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❡t ❛❜é❧✐❡♥s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ V ❛❞♠❡t
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ A t❡❧ q✉❡ V/A ∼= A ∼= K+ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t✱ ♦ù K ✉♥
❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧ q✉❡ UK(T ) = 1✳ ❙✐ [G, V ] = V ✱ ❛❧♦rs
V ∼= K+ ×K+ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ◗✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r T ♣❛r T/CT (V ) ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r CT (V ) = 1✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✺✼✱ ♦♥ ❛ G = Gk⋊C✱ ♣♦✉r k ∈ N ❡t C ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r
❞❡ G✳ ❈♦♠♠❡ T ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t [G, V ] = V ✱ ♦♥ ❛ Gk = G
′
= V ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡
CV (T ) = V ∩ Z(G) 6 V ∩ C = 1✱ ❡t ❛❧♦rs G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ 2✱
❝♦♥♥❡①❡ ❡t s❛♥s ❝❡♥tr❡✳
❙♦✐t R ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ V ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r T ✳ ❈♦♠♠❡ T ❡st ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs R ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❙♦✐❡♥t x ∈ V \A ❡t r ∈ ann(x) ❀
❛❧♦rs d(x) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ker(r)✳ ❙✐ d(x)∩A = 0✱ ❛❧♦rs V = A⊕ d(x) ∼=def
K+ × K+ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ d(x)✱ ♦♥
❛ V = d(x)✳ ❆❧♦rs r = 0 ❡t ann(x) = 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✺✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ R ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ A ❡t V/A s♦♥t T ✲♠✐♥✐♠❛✉①✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
R/ann(A) ∼= R/ann(V/A) ∼= K ✭❋❛✐t ✶✳✸✶✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✱ I0 = ann(A) ❡t
I1 = ann(V/A) s♦♥t ❞❡s ✐❞é❛✉① ♠❛①✐♠❛✉① ❞❡ R✳ ❙♦✐t r ∈ I1✳ ❙✐ ker(r) ∩ A = 0✱
❛❧♦rs V = A ⊕ ker(r) ∼=def K+ × K+ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡
A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ker(r)✳ ❆❧♦rs r ∈ ann(A) = I0 ❡t ♦♥ ❛ I1 ⊆ I0✳ P❛r
♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ I1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t I0 = I1 = I✳
❙♦✐t r ∈ I✳ ❆❧♦rs r ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ V/A ❞❛♥s A✳ ❖r A ∼=def V/A ∼=def
K+ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ K+ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✾✷
✹✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
✐s♦♠♦r♣❤❡ à K+✱ ❛❧♦rs I ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ K+✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r I ❡st s♦✐t tr✐✈✐❛❧✱ s♦✐t I ∼=def K+✳
❙♦✐t J ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s
J ✳ P❛r ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ I✱ ♦♥ ❛ R = I + J ✳ ❆✉ss✐ ♦♥ ❛ I ∩ J = 0 ❝❛r I ❡st ✐❞❡♥t✐✜é à
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ K+ q✉✐ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙♦✐t (i, j) ∈ I × J t❡❧ q✉❡ 1 = i+ j✳ ❆❧♦rs
1 = 12 = i2 + j2 + 2ij = j2 ∈ J ❝❛r ij ∈ I ∩ J = 0 ❡t i2 = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❝❛r J ❡st ♣r♦♣r❡ ❞❛♥s R✳ ❉♦♥❝ I = J ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ I ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐❞é❛❧
♣r♦♣r❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ R✱ ❞✬♦ù I = J(R)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r R ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❧♦❝❛❧✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r a, b ∈ J(R) ♦♥ ❛ (1+a)(1+ b) = 1+a+ b✳ ❆❧♦rs 1+ I ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ R∗ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
K+✳ ❈♦♠♠❡ UK(T ) 6= 1✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ T ∩ (1+ J(R)) = 1✱ ♣✉✐s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹✳✺✸✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ J(R) = 0 ❡t R ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✳
❙♦✐t v ∈ V \ A✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
ϕ : (R,+) → V
r 7→ r(v)
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ✭❋❛✐t ✶✳✷✾✮ ❡t ϕ(R) = vR ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ V
✐s♦♠♦r♣❤❡ à (R,+) ∼=def K+✳ ▼❛✐s ♦♥ ❛ v ∈ vR \ A✱ ❛❧♦rs vR ∩ A = 0 ❡t ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ V = A⊕ vR ∼=def K+ ×K+✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✺✳ ✕ ❙♦✐t G = V ⋊ H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t s❛♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é✱ ♦ù V ❡st ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡ ♣♦✉r L ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ t❡❧ q✉❡ [V,G] = V ✱
❡t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t t❡❧ q✉❡ UL(H) = 1✳ ❆❧♦rs V ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r L✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r rk(V )✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r V 6= 1✳
P♦✉r t♦✉t ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ [UK(G
′
), V ] ❡st à ❧❛ ❢♦✐s
✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭❋❛✐t ✷✳✷✾✮✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t
✷✳✷✼✱ UK(G
′
) ❝❡♥tr❛❧✐s❡ V ♣♦✉r t♦✉t K 6∼= L✳ ❈♦♠♠❡ H ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱
❛❧♦rs H
′
❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡ ✭❋❛✐t ✷✳✸✾✮ ❡t ❝♦♠♠❡ G ❡st s❛♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬❡①♣♦s❛♥t
❜♦r♥é✱ ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✸✹ ❞♦♥♥❡
H
′
= UK1(H
′
)× ...× UKn(H
′
)
♣♦✉r K1, ...,Kn ❞❡s ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆✐♥s✐ ❝♦♠♠❡
UL(H
′
) = 1 ❡t [UKi(H
′
), V ] = 1 ♣♦✉r t♦✉t Ki 6∼= L✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ H
′
❝❡♥✲
tr❛❧✐s❡ V ✳ ◗✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r H ♣❛r H/CH(V ) ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r CH(V ) = 1 ❡t H
❛❜é❧✐❡♥✳
❙✐ V ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ V ♥✬❡st ♣❛s G✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ V ✳ ❆❧♦rs A
❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❡❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à L+✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥
❛♣♣❧✐q✉é❡ à V/A⋊H✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ V/A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r L✳ ❙♦✐t B ✉♥ ❛✉tr❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ❆❧♦rs V/B ❡st
❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r L✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
✾✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
❞✐r❡❝t V/A × V/B ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r L✳
❈♦♠♠❡ V/(A ∩ B) s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s V/A × V/B✱ ❛❧♦rs V/(A ∩ B)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r L✳ ❙✐ A 6= B✱ ❛❧♦rs
A∩B = 1 ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A ∼=def L+ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ V ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r L✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ A ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ V ✳
❙✐ V ♥✬❡st ♣❛s ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rsA ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ V
′
❡t V/V
′
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✲
♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t ❛❜é❧✐❡♥ s✉r L✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r V/V
′
❡st ✉♥
L✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ▼❛✐s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ H/CH(V/V
′
) ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛❣✐t s✉r V/V
′
❝♦♠♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s s✉r L✳ ❈♦♠♠❡ UL(H) = 1✱
❛❧♦rs H/CH(V/V
′
) ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
V/V
′
= V1/V
′
⊕ ...⊕ Vn/V
′
♦ù ❝❤❛q✉❡ Vi/V
′
❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r H✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ Vi/V
′
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à L+✳ P♦s♦♥s
Wi = [...[[Vi, G], G]..., G]✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ [Wi, G] = Wi✳ ❙♦✐t V0 ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ V ✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t
s✉r L✳ ❯♥ t❡❧ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡①✐st❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✻✳ ❙✐ n ≥ 2✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ àWi⋊H ♣♦✉r t♦✉t i ❡tWi ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r L✳ ❉♦♥❝ Wi ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s V0 ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❈♦♠♠❡
[V,G] = V ✱ ♦♥ ❛ [Vi/V
′
, G] = Vi/V
′
❡t Vi = WiV
′
♣♦✉r t♦✉t i ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
V = V0V
′
❀ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ V = V0 ❝❛r V ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r
V/V
′
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à L+✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r V/V
′
❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❜é❧✐❡♥ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✼ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦✲
s❛❜❧❡ I ❞❡ V t❡❧ q✉❡ V/V
′
= IV
′
/V
′
✳ ❆❧♦rs V = I ❡t V ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❈❡ q✉✐ ❡st
❛❜s✉r❞❡ ❝❛r ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ V ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ V ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳ ❆❧♦rs V/A
❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r L✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r V/A ❡st ✉♥ L✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t à V/A ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐✲
s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ V/A ❡t L+ s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✺✹ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✻✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
s❛♥s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ ③ér♦✳ ❙✐ G ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à
K+✱ ❛❧♦rs G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✉r K✮✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r rk(G)✳ ❙✐ G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❛❧♦rs ♦♥
❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✻✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G ♥✬❡st ♣❛s ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❈♦♠♠❡
G/G
′
❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ G/G
′
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✳ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G
′
✳ ❆❧♦rs A ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t
♦♥ ❛ A ∼=def L+ ♣♦✉r L ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ ✭❋❛✐ts ✷✳✸✹✱
✷✳✸✼ ❡t ✸✳✸✹✮ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ A ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G
′
✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡s ❋❛✐ts
✷✳✸✽ ❡t ✷✳✸✾ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ G
′
❡st ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ L ∼=def K
✾✹
✹✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
❛❧♦rs G ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞♦♥❝ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①❝❧✉✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛
L 6∼= K ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r I ∩G
′
= 1 ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ I t❡❧ q✉❡ I ∼=def K+✳
❙♦✐t I ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G t❡❧ q✉❡ I ∼=def K+✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✺✾ EG(I) ❡st
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✻✵ ♦♥ ❛ I 6 F (EG(I))✳
■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ I 6 UK(F (EG(I))) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✾ [UK(F (EG(I))), EG(I)]
❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ [UK(F (EG(I))), EG(I)] 6 UK(G
′
) = 1
❡t I 6 UK(F (EG(I))) 6 Z(EG(I))✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✻✶ EG(I) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r C ❞❡ G✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ I 6 Z(EG(I)) 6 C ❡t UK(C) 6= 1✳
❈♦♠♠❡ G ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à
K+✱ ♦♥ ❛ G =< I1, ..., In > ♣♦✉r Ii ∼=def K+✱ ❞♦♥❝ Ii ∩ G
′
= 1✳ P♦✉r t♦✉t i ∈
{1, ..., n}✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r Ci ❞❡ G t❡❧ q✉❡ Ii 6 Z(EG(Ii)) 6 Ci✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ xi ∈ G
t❡❧ q✉❡ Ixii 6 C ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❈♦♠♠❡ G/G
′
❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ♦♥ ❛ IiG
′
= Ixii G
′
❡t ♦♥
♦❜t✐❡♥t
G =< Ix11 , ..., I
xn
n > G
′
= G
′
U
♦ù U =< Ix11 , ..., I
xn
n >✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r U ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ C
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K ❀ ❞♦♥❝ U ❡st ✉♥ UK✲
❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞✬♦ù ♦♥ ❛ G = G
′
⋊ U ✳
❈♦♠♠❡ G/[G,G
′
] ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs G/[G,G
′
] ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r G
′
/[G,G
′
] ❡st ✉♥ UK✲
❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❖r G
′
❡st ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t L 6∼= K✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡
G
′
/[G,G
′
] ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t G
′
= [G,G
′
]✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✺✱ ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r L✳ 
✹✳✹✳✷ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té s✉r ❧❡s K✲❣r♦✉♣❡s
■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✼✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡
F (G)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r C t❡❧ q✉❡ C ∩A = 1 ♣♦✉r t♦✉t
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ A⊳G ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❆❧♦rs
G = S1 ∗ ... ∗ Sn ∗G0
♦ù G0 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❡t S1, ..., Sn s♦♥t ✐s♦✲
♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦r♣s✳
P♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ C ∩ A = 1 ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❝✐✲❞❡ss✉s✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s G,G,N ❡t K ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳ ❆❧♦rs G/N ∼= PSL2(K) ❡t C ∩N 6= 1 ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
❈❛rt❡r C ❞❡ G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r N ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ❉♦♥❝
❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✼ ✈♦✉❞r❛✐t q✉❡ G s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r
K ❀ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♠❡♥❡r ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✼ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✾✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧ q✉❡
[G, σ(G)◦] ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r C ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r
K ❡t q✉❡ G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❆❧♦rs G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
❯♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✼
■❝✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽ ❡st ✈r❛✐✱ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡
✹✳✺✼ ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✼ ❡t ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r rk(G) ❡t deg(Z(G))✳ ❖♥
♣❡✉t ❞é❥à ❞✐r❡ q✉❡ G ♥✬❡st ♣❛s ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ s❡r❛ ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿
1) ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r Z(G) = 1✱ ❡t F (G) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❈♦♠♠❡ C ❝♦♥t✐❡♥t Z(G)◦✱ ❛❧♦rs Z(G) ❡st ✜♥✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ F (G)◦ ❡st ✉♥
UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✷✳✸✵✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s Z(G) 6= 1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
C ❝♦♥t✐❡♥t Z(G) ✭❋❛✐t ✸✳✷✾✮ ❡t q✉❡ C/Z(G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡
G/Z(G)✳ ❆✉ss✐ F (G/Z(G))◦ = F (G)◦Z(G)/Z(G) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❙♦✐t A⊳G ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t Z(G) ❡t t❡❧ q✉❡ A/Z(G) ❡st ❛❜é❧✐❡♥✳
❆❧♦rs A ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ♦♥ ❛ C/Z(G) ∩ A/Z(G) = (C ∩ A)/Z(G) = 1✳ ❈♦♠♠❡
Z(G/Z(G)) = 1 ♣✉✐sq✉❡ Z(G) ❡st ✜♥✐ ✭❋❛✐t ✶✳✸✼✮✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
♦♥ ❛
G/Z(G) = G0/Z(G) ∗ S1/Z(G) ∗ ... ∗ Sn/Z(G),
♦ùG0/Z(G) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉rK ❡t S1/Z(G), ..., Sn/Z(G)
s♦♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦r♣s✳ ❈♦♠♠❡ Si/Z(G)
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à S(∞)i /S
(∞)
i ∩ Z(G)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✺✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ S
(∞)
i ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❆✉ss✐✱ [G0, S
(∞)
i ] ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ Z(G)✱ ❞♦♥❝ [G0, S
(∞)
i ] = 1 ♣♦✉r t♦✉t i ❀ ❞❡ ♠ê♠❡ [S
(∞)
i , S
(∞)
j ]
❡st tr✐✈✐❛❧ ♣♦✉r t♦✉t i 6= j✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
G = G0 ∗ S
(∞)
1 ∗ ... ∗ S
(∞)
n .
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G0 s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ G✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✽✱ t♦✉t
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G0 ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ❉❡
♣❧✉s ❝♦♠♠❡ F (G)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ F (G0)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❊♥✜♥✱
❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G0 ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ G0 s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✼✱ ❡t ❞♦♥❝ G ❛✉ss✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G = G0 ❡t G/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❈♦♠♠❡
Z(G) ❡st ✜♥✐✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✷✱ q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Z(G) ❡st tr✐✈✐❛❧✳
❈♦♠♠❡ F (G)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ✐❧ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ❡t ♦♥ ❛ F (G) =
F (G)◦ × F ♣♦✉r F ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❛♥s F (G)✳ ❆❧♦rs F ❡st
♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G ❡t ❞♦♥❝ ❝❡♥tr❛❧✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ F = 1 ❡t F (G) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡
❤♦♠♦❣è♥❡✳
✾✻
✹✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
2) ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳
❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ❙✐ A ❡st ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès
❧❡s ❋❛✐ts ✶✳✷✹ ❡t ✹✳✺✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ A ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✹ ♦♥
❛ G = A × CG(A)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r CG(A) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐s❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡
♣r♦♣r❡ ❞❡ G✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✽✱ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ CG(A) ❡st
❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s CG(A) ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ CG(A)
s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✼✱ ❡t ❞♦♥❝ G ❛✉ss✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s G✲♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ G s♦♥t t♦✉s ❛❜é❧✐❡♥s✳
3) ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ G s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽✳
• ❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵ [G, σ(G)◦] ❡st ✉♥ U˜ ✲❣r♦✉♣❡✱ ❞♦♥❝ [G, σ(G)◦] ❡st
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ F (G) ❀ ❝♦♠♠❡ F (G) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs [G, σ(G)]
❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳
• ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
❙♦✐t A/B ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ G✲♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ F (G) ❀ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ A/B ∼=def K+ ❞✬❛♣rès ❧❡
❋❛✐t ✸✳✸✹✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ G/CG(A/B) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❙♦✐t Z ❧❡
❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡s s❡❝t✐♦♥s G✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ F (G) ❀ ❛❧♦rs F (G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞❡ Z ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✾✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t G/Z ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r
K✳ ❙♦✐t (Ai)i≥0 ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ F (G)
t❡❧❧❡ q✉❡ A0 = 1 ❡t Ai+1/Ai ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈♦♠♠❡ F (G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n t❡❧ q✉❡ F (G) = An✳ ▼❛✐s F (G) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Z✱ ❛❧♦rs
A1 6 Z(Z) ❡t ♦♥ ❛ An = F (G) 6 Zn(Z) 6 F (Z)✳ ❈♦♠♠❡ F (Z) ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ F (G)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t F (G) = F (Z) = Zn(Z)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ Zk(Z) 6 F (Z)
♣♦✉r t♦✉t k✱ ❛❧♦rs Z∞(Z) 6 F (Z) ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t F (G) = F (Z) = Z∞(Z) = Zn(Z)✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ [Z, σ(Z)] 6 [G, σ(G)] 6 F (G) = Zn(Z)✱ ❛❧♦rs σ(Z) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ♦♥ ❛ F (G) = σ(Z)✳ ❆✐♥s✐ Z/F (G) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ✭❋❛✐t ✹✳✶✵✮ ❀ é❝r✐✈♦♥s
Z/F (G) = Z1/F (G)× ...× Zm/F (G)
❛✈❡❝ Zi/F (G) ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳ ❙✐ Z 6= F (G)✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r Z1/F (G) ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❈♦♠♠❡ Z ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s G✲♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡
F (G)✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✾ q✉❡ Z(∞)1 ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Z(∞)1 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡
G✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①❝❧✉ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t 2)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Z = F (G) ❡t G/F (G) ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶✶✱ ✐❧ ✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
• ❙♦✐t C ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ C ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
❙♦✐t U ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ F (G)✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦✲
♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✻✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r U
✾✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G ❡t ❛❧♦rs G/CG(U) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ P♦s♦♥s
C0 = C ∩ F (G) ∩ CG(U)✳ ❈♦♠♠❡ G/F (G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ✐❧
✈✐❡♥t q✉❡ C/C0 ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✭❋❛✐t ✸✳✾✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s C0 6= 1✳
❆❧♦rs C0 ❡st ✐♥✜♥✐ ❝❛r F (G) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞♦♥❝ s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ❙♦✐t
C1 ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ C0✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ C1 ∼=def K+ ❡t
C1 6 U ∩ CG(U) = Z(U)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ C1 6 Z(U) ∩ C = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳
❆✐♥s✐ C0 = 1 ❡t C ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ G s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽✱ ❞♦♥❝ G ❡st ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❀ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳
❯♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽
❙♦✐t G ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù t♦✉t❡ s❡❝t✐♦♥
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ U/V ❞❡ r❛♥❣ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à rk(G) ♦✉ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ Z(U/V )
str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢❡r✐❡✉r à deg(Z(G))✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❧❛
s❛t✐s❢❛✐t✳ ❆❧♦rs G ♥✬❡st ♣❛s ♥✐❧♣♦t❡♥t ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵ [G, σ(G)◦] ❡st
✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
1) ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ G ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳
❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ❙✐ A ♥✬❡st ♣❛s ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡s
❋❛✐ts ✶✳✷✹ ❡t ✹✳✹✱ A ❡st q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t ♦♥ ❛ G = A ∗ CG(A)◦✳ ❈♦♠♠❡ [G, σ(G)◦]
❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs [CG(A)◦, σ(CG(A)◦)◦] ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✽✱ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ CG(A)◦ ❡st ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ■❧ ✈✐❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ CG(A)◦ ❡st ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ Z(A) = A∩Z(G) = A∩ σ(G)✱
❛❧♦rs A/Z(A) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G/σ(G) ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é✲
❞✉✐t q✉❡ A/Z(A) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ s✉r K ❞✬❛♣rès ❧❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✼✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✺✱ A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r
K ❀ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✺✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s G✲♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ G s♦♥t ❛❜é❧✐❡♥s✳
2) ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ A ❡t q✉❡
G/A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆❧♦rs σ(G)◦
❡st ❝❡♥tr❛❧ ♣✉✐sq✉❡ [G, σ(G)◦] ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t
✹✳✶✵ ♦♥ ❛
G/σ(G) = S1/σ(G)× ...× Sn/σ(G),
❛✈❡❝ S1/σ(G), ..., Sn/σ(G) ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❈♦♠♠❡
G ♥✬❡st ♣❛s ♥✐❧♣♦t❡♥t ♦♥ ❛ G 6= σ(G) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✹✳✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ {1, .., n}
t❡❧ q✉❡ S(∞)i s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ G✲♥♦r♠❛❧✱ ❞♦♥❝ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ ❀
❝❡ q✉✐ ❡st ❡①❝❧✉ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t 1)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ G ♣♦ssè❞❡ ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
G✲♠✐♥✐♠❛❧ A✳
✾✽
✹✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
❈♦♠♠❡ A ❡st ✉♥ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ G✱ ♦♥ A ∼=def Km+
❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✸✹✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A ∩ C ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥
❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✱ ❞♦♥❝ ❢❡r♠é✱ ❡t CA/A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r
K✳ ❈♦♠♠❡ [G/A, σ(G)◦/A] ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ G/A ❡st
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❙♦✐t B ✉♥ ❛✉tr❡ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡
G✳ ❆❧♦rs G/B ❡st ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ G/(A∩B)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✭❢❛✐t ✸✳✾✮✳ ❙✐ A ∩ B ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs G ❡st ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✷✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ A ❡st
❧✬✉♥✐q✉❡ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧✳
3) ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ F (G)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A ❡st
❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ F (G)◦ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❆❧♦rs✱ s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ L 6∼= K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ t❡❧ q✉❡ UL(F (G))◦) 6= 1✱ s♦✐t
F (G)◦ ❛ ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ [G,UL(F (G)◦)]
❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s [G, σ(G)◦]✱ ❛❧♦rs [G,UL(F (G)◦)] ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ ❡t ✉♥ UL✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ UL(F (G)◦) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ Z(G) ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✼✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ T0 6 Z(G)✱
♣♦✉r T0 ✉♥ ♣s❡✉❞♦✲t♦r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ F (G)◦✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ Z(G)✱
❡t ❞♦♥❝ C✱ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ B q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❈♦♠♠❡ C ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ♦♥ ❛ C = UK(C)×T ♦ù
T ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r B ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ T ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ G/A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r K✱ ♦ù A ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳ ❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ G/A à
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ GLn(K)✳ ❙♦✐t Z/A ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ Z(G/A)◦
❢♦r♠é ❞✬é❧é♠❡♥ts s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✳ ❆❧♦rs B ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Z ❡t Z/A ❡st ♥♦♥ tr✐✲
✈✐❛❧ ❝❛r A ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ Z ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❝❛r A
❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❖♥ ❛ Z/A 6 Z(G/A)◦ 6 CA/A = UK(C)A/A × TA/A✱
❡t ❛❧♦rs Z/A 6 TA/A✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t Z = (T ∩ Z)A✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✸✱ ❧❡
q✉♦t✐❡♥t (G/A)/Z(G/A) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✹✳✺✷✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ (G/A)/Z(G/A)◦ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❈♦♠♠❡
Z/A = (TA/A)∩Z(G/A)◦✱ ❛❧♦rs (TA/A)/(Z/A) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r
K✳ ▼❛✐s (TA/A)/(Z/A) ∼=def T/(T ∩ Z)✱ ❛❧♦rs T/(T ∩ Z) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
P♦s♦♥s E = EZ(T ∩ Z) ❀ ♦♥ ❛ E = E ∩ Z = (T ∩ Z)(E ∩ A)✳ ❈♦♠♠❡ Z ❡st
rés♦❧✉❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ T ∩Z 6 F (E) ✭❋❛✐t ✶✳✻✵✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ A ❡st ❛❜é❧✐❡♥
❡t ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r E✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ E ∩A 6 F (E)✱ ❞✬♦ù E ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❋❛✐t ✶✳✻✶✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ E ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ Z✳ ▼❛✐s Z ❡st
♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐ ❡t ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❈❛rt❡r ❞❛♥s Z ❞♦♥♥❡ G = ZNG(E) = (T ∩ Z)ANG(E) = ANG(E)✳ ❙✐ A ∩
NG(E) = 1✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ G = A⋊NG(E)✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✱ ❛❧♦rs G/CNG(E)(A) ∼=
def A ⋊ NG(E)/CNG(E)(A)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✭❋❛✐t ✸✳✺✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ G = G/(A ∩
✾✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
CNG(E)(A)) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✭❋❛✐t ✸✳✾✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r
A∩NG(E) 6= 1✳ ▼❛✐s A∩NG(E) ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs ♣❛r G✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A✱
♦♥ ❛ A 6 NG(E) ❡t E ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r E ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s Z ❡t
♦♥ ❛ E = Z✱ ✐✳❡✳ Z ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ UK(T ∩ Z) = 1✱ ♦♥ ❛ Z = (T ∩ Z)×A ❀
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r T ∩ Z ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ C/(T ∩ Z) ∼=def T/(T ∩ Z) × UK(C)✱ ❛❧♦rs C/(T ∩ Z) ❡st ❞é✲
✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ♣✉✐sq✉❡ T/T ∩ Z ❡t UK(C) ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✳ ❉❡ ♣❧✉s
[G/(T ∩ Z), σ(G)/T ∩ Z)◦] = [G, σ(G)◦](T ∩ Z)/(T ∩ Z) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❖♥
❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ G/(T ∩ Z) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❖♥
❝♦♥❝❧✉t q✉❡ G = G/(A∩T ∩Z) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ F (G)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
4) ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Z(G) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r F (G) ❡st
✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❈♦♠♠❡ F (G)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs Z(G)◦ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥ ❡t ♦♥ ❛
Z(G) = Z(G)◦×F ♣♦✉r F ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Z(G/F ) = Z(G)/F
❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s F 6= 1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ C ❝♦♥t✐❡♥t Z(G)
✭❋❛✐t ✸✳✷✾✮✱ ❞♦♥❝ C ❝♦♥t✐❡♥t F ✳ ❈♦♠♠❡ C ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K
❡t F ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs C/F ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G/F ✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ [G/σ(G/F )◦] = [G, σ(G)◦]F/F ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡
❡t (G/F )/σ(G/F ) ∼=def G/σ(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❈♦♠♠❡
1 = deg(Z(G/F )) < deg(Z(G))✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ G/F ❡st ❞é✜♥✐ss❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❈♦♠♠❡ F ❡st ✜♥✐✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✷
q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r F = 1 ❡t Z(G)
❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❈♦♠♠❡ F (G)◦ ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ♦♥ ❛ F (G) = F (G)◦ × F0✱ ♣♦✉r F0 ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❛♥s G✳ ❆❧♦rs F ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✱ ❡t ❝♦♠♠❡ G
❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♦♥ ❛ F 6 Z(G) ❀ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ F ❡st tr✐✈✐❛❧ ❝❛r Z(G) ❡st ✉♥
UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞♦♥❝ s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ❞✬♦ù F (G) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
5) ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ H ❞❡ G✱ [H, σ(H)]
❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❡t H/σ(H) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G/A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡ à ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡GLn(K)✳ ◆♦t♦♥sHA/A ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡HA/A✳
❆❧♦rs HA/A ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡ s✉r K ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✾✺✱ ✐❧
✈✐❡♥t q✉❡ [HA/A, σ(HA/A)] ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts
s✉r K✳ ❆❧♦rs [HA/A, σ(HA/A)] ❡st ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✱ ❞♦♥❝ [HA/A, σ(HA/A)] =
[H, σ(H)]A/A ❡st UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ [H, σ(H)]
❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ (HA/A)/σ(HA/A) ∼= H/σ(H)✱ ❛❧♦rs
❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✶✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ H/σ(H) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
6)❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♣r♦♣r❡ ❞❡ G ❡st ❞é✲
✶✵✵
✹✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
a) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉❜❧❡✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ G ❡t C0 ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ H✳ ❙♦✐❡♥t B ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G ❝♦♥t❡♥❛♥t C0 ❡t CB ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ B✳ ❆❧♦rs
CB ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❈❛rt❡r ❞❛♥s G✱ CB ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t 5)✱ ✐❧
✈✐❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ B ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
C0 ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ K✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t 5) ❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t
q✉❡ H ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
b) ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t G ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ G q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ❡t CH ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ H✳ ❆❧♦rs CH ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K
❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t 5)✳ ▼❛✐s EG(CH) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G ✭❋❛✐t
✶✳✻✶✮✱ ❞♦♥❝ s✐ EG(CH) ❡st ♣r♦♣r❡ ❞❛♥s G✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞✐t q✉❡ EG(CH)
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s CH ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r K ❡t ❞♦♥❝ H ❛✉ss✐ ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳ ❉♦♥❝ G = EG(CH) ❡t CH ❡st ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s F (G) ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✻✵✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ CH 6 F (G) ∩ H 6 F (H) ❡t ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ H = CH ❡t H ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ F (G)✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♣r♦♣r❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡✱ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s F (G)✳
❈♦♠♠❡ G ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ A ≃ K+✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ G ♥✬❡st ♣❛s
♥✐❧♣♦t❡♥t✱ G/F (G)
′
♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ✭❋❛✐t ✶✳✹✾✮✳ ❈♦♠♠❡ G = F (G)C✱
❛❧♦rs ♦♥ ❛ UK(G/F (G)) = UK(C)F (G)/F (G) ✭❋❛✐t ✷✳✶✺✮ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t UK(G) =
UK(C)F (G)✳ ▼❛✐s UK(C) ❡t F (G) s♦♥t ❞❡s UK✲❣r♦✉♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès
❧❡ ❋❛✐t ✷✳✷✸ ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t UK(C)F (G) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞♦♥❝ ♥✐❧♣♦t❡♥t✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ UK(G) = F (G) ❡t ♦♥ ❛
G = F (G)C = F (G)⋊ T,
♦ù T ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ UK(C) ❞❛♥s C ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼✮✳
❙✐ F (G) ♥✬❡st ♣❛s ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ F (G)
′
❡t F (G)
′
/A
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✱ ❞♦♥❝ ❢❡r♠é ✭Pr♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✵✮✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ G/F (G)
′
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❊♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r✱ F (G)/F (G)
′
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✳ ❆✐♥s✐
F (G)/F (G)
′
❡st ✉♥ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ≥ 2 ❝❛r
F (G)
′
6= 1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ B ❞❡ F (G)✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ G✲♥♦r♠❛❧
❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t F (G)
′
✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ q✉♦t✐❡♥t G/B ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ❡t
❝❡❝✐✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ F (G)/F (G)
′
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
✉♥ t❡❧ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ B t❡❧ q✉❡ F (G)/B s♦✐t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡t r❡❣❛r❞♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡
F (G)/B⋊T/CT (F (G)/B) ♦ù F (G)/B ∼= K2+✳ P♦s♦♥s T = T/CT (F (G)/B) ❀ ❛❧♦rs
❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✺✱ T ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ GL2(K)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ UK(T ) = 1✱ ❛❧♦rs UK(T ) = 1 ❡t ❞♦♥❝ T ❡st ❢♦r♠é ❞✬é❧❡♠❡♥t
s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r K✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ T ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ T s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜✲
✶✵✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s (K∗)2✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
F (G)/B = U1/B ⊕ U2/B
♦ù U1/B ❡t U2/B s♦♥t ❞❡s K✲s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥✱ ♥♦r♠❛❧✐✲
sés ♣❛r T ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ Ui/B ∼=def K+✳ ❈♦♠♠❡ UiT ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ G q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉ F (G)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Ui ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥
❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✵✮✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ F (G) = U1U2 ❡st ❞é✲
✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✶✵ ❀ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡
♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ q✉❡ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣r♦♣r❡
❞❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r F (G)
′
= 1 ❡t
F (G) ❛❜é❧✐❡♥✳
❈♦♠♠❡ F (G) ❡st ❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs F (G)/A ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✳ ❉♦♥❝ F (G)/A ❡st ✉♥ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥❞✐♦♥ d✳ ❙✐
d ≥ 2✱ ❛❧♦rs ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ B ❝♦♥t❡♥❛♥t A ❡t t❡❧ q✉❡
F (G)/B s♦✐t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✱ q✉❡ F (G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ♥♦✉✈❡❛✉
❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ d ≤ 1✳ ❙✐ d = 0✱ ❛❧♦rs F (G) = A ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t G = AC✳
❈♦♠♠❡ G ♥✬❡st ♣❛s ♥✐❧♣♦t❡♥t ♦♥ ❛ A ∩ C = 1 ❝❛r A ∼=def K+✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
G = A ⋊ C✳ ❆✉ss✐ C/CC(A) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✭❋❛✐t ✸✳✺✮ ❀ ❞✬♦ù
G = G/(A ∩CC(A)) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✭❋❛✐t ✸✳✾✮✳ ❉♦♥❝ d = 1 ❡t
F (G)/A ∼=def A ∼=def K+✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✺✹ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t F (G) ∼=def (K+)2✳
▼❛✐s F (G) ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ G q✉✐
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs q✉❡ G ♥❡ ♣♦ssè❞❡
♣❛s ❞❡ t❡❧s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s✳
7) ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ G ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉❜❧❡ ❡t G/A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ s✉r K✳
❙✐ G ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ❛❧♦rs G = F (G)C = F (G)⋊ T ✱ ♦ù T ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ UK(C) ❞❛♥s C✱ ❡t F (G) ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❞✬❛♣rès 6)✳ ❆❧♦rs F (G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✵✮✱ ♣✉✐s ❝♦♠♠❡ CT (F (G)) 6 Z(G) 6 F (G)✱ ♦♥
❛ CT (F (G)) = 1 ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❞✬❛♣rès
❧❡ ❋❛✐t ✸✳✺✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ G✳ ❉♦♥❝ G ❡st ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡✳
❈♦♠♠❡ G/A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡
✹✳✹✼ ♦♥ ❛
G/A = U/A⋊R/A
♦ù U/A ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G/A ❡t R/A ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G/A✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ U ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
❝❛r A ❧✬❡st ❛✉ss✐ ❡t ♦♥ ❛ R = A⋊ S ♦ù S ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ R✳
❙✐ U 6= A✱ ❛❧♦rs U ❡t R s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❞✬❛♣rès ❧❡s ♣♦✐♥ts
6) ❡t ♦♥ ❛ G = U ⋊S✳ ❈♦♠♠❡ U ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦♣r❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐✲
♣♦t❡♥t s✉r K ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✵✮✱ ❧❡ ❋❛✐t ✸✳✺ ❞✐t q✉❡ S/CS(U) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✶✵✷
✹✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ❞✬♦ù G = G/(U ∩CS(A)) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ✭❋❛✐t
✸✳✾✮ ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ G✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ A = U ❡t A ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
UK✲s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ G✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ A✱ ♦♥ ❛ ♠ê♠❡ A = U˜(G)✳
❆✐♥s✐ ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✾ ❞♦♥♥❡
G/A = G1/A ∗ ... ∗Gn/A ∗B/A
❛✈❡❝ G1/A, ..., Gn/A ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡s s✉r K✱
❡t B/A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❙✐ G/A ♥✬❡st ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ Gi 6= A ❡t Gi 6= G ❀ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t 6) Gi
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✼ ♦♥ ❛ Gi = A⋊ Si
♣♦✉r Si ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ✉♥✐q✉❡ à ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ♣rès ❞❛♥s Gi✳
❈♦♠♠❡ Gi ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r G✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐ ❞♦♥♥❡ G = ANG(Si)◦✳ P❛r
G✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ A✱ s♦✐t A ∩NG(Si)◦ = 1✱ s♦✐t A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ NG(Si)◦✳
❙✐ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ NG(Si)◦✱ ❛❧♦rs Si ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé ♣❛r G ❡t ♣❛r ✉♥✐❝✐té
❞❡ A ♦♥ ❛ Si = 1 ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ A ∩ NG(Si)◦ = 1 ❡t ♦♥
♦❜t✐❡♥t G = A⋊NG(Si)◦✳ ❈♦♠♠❡ A ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K✱ ❛❧♦rs NG(Si)◦/CNG(Si)◦(A) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱
❞✬♦ù G = G/(A ∩ CNG(Si)◦(A)) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st
❡①❝❧✉✳ ❉♦♥❝ G/A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r K ❀ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Z(G/A) ❡st ✜♥✐✳
P♦s♦♥s Z/A = Z(G/A)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r G/Z ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ s✉r K✳ ❙♦✐❡♥t π ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣r❡♠✐❡rs ❡t H ✉♥ π✲s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❍❛❧❧ ❞❡ Z✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✺✷ ♦♥ ❛ Z = A⋊H✳ ❈♦♠♠❡ Z ❡st ♥♦r♠❛❧
❞❛♥s G✱ ❛❧♦rs ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❋r❛tt✐♥✐ ❞♦♥♥❡ G = ANG(H)◦✳ P❛r G✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡
A✱ s♦✐t A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ NG(H)◦✱ s♦✐t A∩NG(H)◦ = 1✳ ❙✐ A∩NG(H)◦ = 1✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t G = A⋊NG(H)◦✱ ❞✬♦ù G = G/(A ∩ CNG(H)◦(A)) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ G✳ ❉♦♥❝ A ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡
NG(H)
◦✳ ❆❧♦rs ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ A✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ H ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s G ❝❛r ✜♥✐✳ ▼❛✐s
❞✬❛♣rès ❧❡ ♣♦✐♥t 4) F (G) ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✱ ❛❧♦rs H = 1 ❡t ♦♥ ❛ Z = A✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t
q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G/A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ s✉r K✳
➚ ❝❡ st❛❞❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❡
q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽ s❡ ré❞✉✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✾✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r❢❛✐t ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r K✱ ♣♦✉r
K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G/σ(G) ❡st
❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ s✉r K ❡t q✉❡ σ(G) ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G✳
❆❧♦rs G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
▲❡ ❝❛s rés♦❧✉❜❧❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✹✳✺✸✱ ❧❡s ❈♦♥❥❡❝t✉r❡s
✹✳✺✽ ❡t ✹✳✺✼ s♦♥t ✈r❛✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s rés♦❧✉❜❧❡✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s s✉✐✲
✶✵✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
✈❛♥ts ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✻✵✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ t❡❧
q✉❡ G
′
❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r C ❞❡ G ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ❛❧♦rs
G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✻✶✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ rés♦❧✉❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
t❡❧ q✉❡ F (G)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
③ér♦✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r C ❞❡ G t❡❧ q✉❡ C ∩ A = 1
♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ A ⊳ G ❝♦♥♥❡①❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❆❧♦rs G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
K✲❣r♦✉♣❡s ♣❛r❢❛✐ts
➚ ♣rés❡♥t ✈♦②♦♥s ❝❡ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s ❝♦♥♥❡①❡s
♣❛r❢❛✐ts ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✈r❛✐❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✻✷✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ K✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r C ❞❡ G t❡❧ q✉❡ C ∩ A = 1✱ ♣♦✉r
t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ A⊳G ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❆❧♦rs
G ∼= G1 ∗ ... ∗Gn ∗B,
♣♦✉r G1, ..., Gn ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❡t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s
s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❡t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ σ(B) ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ❡t B/σ(G) ❡st ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ G ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❊♥
s✉✐✈❛♥t ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❛✉ ♣♦✐♥t (1) ❞❡ ❧❛ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ r❡♣♦♥s❡ à ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽✱
♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ G ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ G✲♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❈♦♠♠❡
G ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♣❛r❢❛✐t✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸✺ ❞♦♥♥❡
G = G1 ∗ ... ∗Gn ∗B,
♦ùG1, ..., Gn s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❝♦♥♥❡①❡s t❡❧s q✉❡ ❝❤❛q✉❡Gi/σ(Gi)
❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✱ ❡t B ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ B/σ(G) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s s✉r ❞❡s ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ σ(B) ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ✭Pr♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✹✮✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t i✱ Gi ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ G✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✽
♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❝❤❛q✉❡ Gi ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡
t❤é♦rè♠❡✳ ❉♦♥❝ G ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❀ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t s♦♥ ❝❤♦✐①✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ i t❡❧ q✉❡ G = Gi ❡t G/σ(G) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ✉♥
❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
✶✵✹
✹✳✹ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s K✲❣r♦✉♣❡s
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❙♦✐t W ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G t❡❧ q✉❡ G/W s♦✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳
❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✷✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ W ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❡st ❝♦♥t❡♥✉ σ(G)◦✳
▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✹ σ(G)◦ ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs W ❡st
✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❈♦♠♠❡ G/W ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✱ ❛❧♦rs C/C ∩W ❡st ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C ∩W 6= 1✱ ❛❧♦rs C ∩W ❡st ✐♥✜♥✐ ❝❛r
W ❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳ ❙♦✐t W0 ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ C ∩W ✱
❛❧♦rs ♦♥ ❛ W0 ∼=def K+✳ P♦s♦♥s E = {W
g
0 : g ∈ G}✳ ❆❧♦rs E ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
G✲♥♦r♠❛❧ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r K ✭❋❛✐t ✸✳✸✻✮✳ ■❧
✈✐❡♥t q✉❡ G/CG(E) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K ❡t ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ W ✱
♦♥ ❛ W 6 CG(E)✳ ❈♦♠♠❡ E ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ W ✱ ❛❧♦rs E ❡st ❛❜é❧✐❡♥ ❡t ♦♥
❛ C ∩ E = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r W0 ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s E ∩ C✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
q✉❡ C ∩W = 1 ❡t C ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ ▲❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✹✳✺✽ ét❛♥t
s✉♣♣♦sé❡ ✈r❛✐❡✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ G ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r K✳ 
✶✵✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ K✲❣r♦✉♣❡s
✶✵✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ SL2(K) s✉r ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ V ✱ K ❡t V ét❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✲
✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p > 0✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s❡ ❜❛s❡
s✉r ❬✶✹❪ ❡t ❬✶✺❪ ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳
✺✳✶ ❆✉t♦✉r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s t❡♥t♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧♦♥s
▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s ✿
❋❛✐t ✺✳✶✳ ✲ ✭❈❤❡r❧✐♥ ❡t ❉❡❧♦r♦✱ ❬✶✹✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✶❪✮ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ s♦✐❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ tr♦✐s ❝♦r♣s ✐♥✜♥✐s L1,L2,L3✱
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ T ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❞❞✐t✐❢s ❞❡ L1,L2,L3✱ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ B : L1 × L2 → L3✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i = 1, 2, 3, T/CT (Li) ❛❣✐t s✉r (Li,+) ❝♦♠♠❡ ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ L∗i ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ CT (L1)
◦ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❛♥s s♦♥
❛❝t✐♦♥ s✉r (L2,+)✳ ❙✐ B ❡st ❜✐✲❛❞❞✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❡t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t T ✲❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ✭❞❛♥s ❧❡ s❡♥s B(u, v)t = B(ut, vt) ♣♦✉r t♦✉t t ∈ T ✮✱
❛❧♦rs B ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧✱ ♦✉ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ L1 ❡t
L3✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ❢❛✐ts✳
❋❛✐t ✺✳✷✳ ✲ ✭❲❛❣♥❡r✱ ❬✸✾✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾❪✮ ❙♦✐t L ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p > 0✳ ❆❧♦rs L∗ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ s❛♥s
t♦rs✐♦♥✳
❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✿
❋❛✐t ✺✳✸✳ ✲ ✭❈❤❡r❧✐♥ ❡t ❉❡❧♦r♦✱ ❬✶✹✱ ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✸❪✮ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ s♦✐❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s ✐♥✜♥✐s
✶✵✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
K ❡t H✱ ❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ✜❞è❧❡ ❞❡ K s✉r H t❡❧❧❡ q✉❡ H ❡st K✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ H ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t p ❡t q✉❡ K ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ q✲t♦r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r
♣r❡♠✐❡r q 6= p ✳ ❆❧♦rs rk(H) = rk(K)✳
❋❛✐t ✺✳✹✳ ✲ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ q✉✐ ❛❣✐t
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ✜❞è❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ H✲♠✐♥✐♠❛❧ ❛❜é❧✐❡♥ A✳ ❙✐ K ❡st ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ H ♥❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛♥t ♣❛s A✱ ❛❧♦rs A ❡st K✲♠✐♥✐♠❛❧✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❩✐❧❜❡r ✭❋❛✐t ✶✳✸✶✮✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ H
s✉r A ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ L ❞❡ End(A)✱ ❛✈❡❝ A ∼=def L+✱ H
❛❣✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❞❡ L✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✐♥✲
❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❩✐❧❜❡r ✭❋❛✐t ✶✳✶✼✮✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ K ❞❡ L ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r
K ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❀ ét❛♥t st❛❜❧❡ ♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥✜♥✐ ✐♥tè❣r❡
❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❞♦♥❝ ✉♥ s♦✉s✲❝♦r♣s ❞❡ L ✭❋❛✐t ✶✳✻✮✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✺✱ ♦♥ ❛
K = L✱ ❞♦♥❝ A ❡st K✲♠✐♥✐♠❛❧✳ 
❍②♣♦t❤ès❡s✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✲
✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ tr♦✐s ❝♦r♣s ✐♥✜♥✐s
K1,K2,K3 ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p > 0✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ ✐♥✜♥✐ T q✉✐ ❛❣✐t
s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❞❞✐t✐❢s ❞❡s tr♦✐s ❝♦r♣s ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ B : K1 × K2 → K3✱
❜✐✲❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t T ✲❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
i = 1, 2, 3✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ T/CT (Ki) ❛❣✐t s✉r (Ki)+ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡
K∗i ✳
✺✳✶✳✶ ❱❡rs ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s
P✉✐sq✉❡ T/CT (Ki) ✭i = 1, 2, 3✮ ❛❣✐t s✉r (Ki)+ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ K∗i ✱ ❛❧♦rs (Ki)+ ❡st T/CT (Ki)✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✹✱ ❞♦♥❝
T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❛✉ss✐✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✺✳ ✕ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞❡ K3 ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
B(u, v) ♣♦✉r (u, v) ∈ K1 ×K2✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ B ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ (u, v) ∈ K1 ×K2 \ (0, 0) t❡❧
q✉❡ B(u, v) 6= 0✳ ❈♦♠♠❡ K2 ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t a ∈ K1 \ {0}✱ B(a,K2)
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ K3✳ ▲❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ K3 ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r s❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ B(a,K3) ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧ ❝❛r ❝♦♥t❡♥❛♥t B(u, v)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r T ✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ B✱ ❝❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡st
✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r T ✱ ❞♦♥❝ é❣❛❧ à K3 ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✻✳ ✕ ❖♥ ❛ CT (K1,K2) = CT (K2,K3) = CT (K3,K1) = CT (K1,K2,K3)✳
✶✵✽
✺✳✶ ❆✉t♦✉r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s
Pr❡✉✈❡ ✕ ▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ CT (K1,K2) ⊆ CT (K3)✳ ❙♦✐t t ∈ CT (K1,K2)✱
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t (u, v) ∈ K1 ×K2 ♦♥ ❛
B(u, v)t = B(ut, vt) = B(u, v).
❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ t ∈ CT (B(u, v)) ♣♦✉r t♦✉t (u, v) ∈ K1 × K2✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡
✺✳✺✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t ❝❡♥tr❛❧✐s❡ K3✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ CT (K1,K2) ⊆ CT (K3)✳
▼♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ CT (K1,K3) ⊆ CT (K2)✳ ❙♦✐t t ∈ CT (K1,K3)✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r
t♦✉t u ∈ K1, v ∈ K2✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
B(u, vt − v) = B(u, vt)− B(u, v)
= B(ut, vt)− B(u, v) ❝❛r t ∈ CT (K1)
= B(u, v)t − B(u, v) ♣❛r T ✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ B
= B(u, v)− B(u, v) ❝❛r t ∈ CT (K3)
= 0
❙✐ t /∈ CT (K2)✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ v → vt − v ❡st T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧❡ ❞❛♥s K2✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à K2✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ B(K1,K2) = 0✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❉♦♥❝ t ∈ CT (K3) ❡t ♦♥ ❛ CT (K1,K3) ⊆ CT (K2)✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ CT (K2,K3) ⊆ CT (K1)✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t CT (K1,K3) =
CT (K2,K3) = CT (K1,K2,K3)✳ 
▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✼ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✼✳ ✕ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ CT (K1,K2,K3) = 1 ❀ s✐ ❧✬✉♥ ❞❡s CT (Ki) ❡st
✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs ❧❡s tr♦✐s ❝♦r♣s K1,K2 ❡t K3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
❈♦♠♠❡ CT (K1,K2,K3) = 1✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✻✱ ♦♥ ❛
CT (K1)CT (K2)/CT (K2) ∼= CT (K1)
❡t
CT (K2)CT (K1)/CT (K1) ∼= CT (K2).
❙✐ CT (K1) ❡t CT (K2) s♦♥t ✐♥✜♥✐s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ K1 ❡t K3✱ ❡t ❡♥tr❡ K2 ❡t K3 ❀ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❞é❥à s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬✉♥ ❞✬❡✉① ❡st ✜♥✐✱ ❡t ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s CT (K1)✳
▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✼ s❡ ❢❡r❛ ❞♦♥❝ s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿
CT (K2) ❡st ✐♥✜♥✐ ♦✉ CT (K3) ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❛♣♣✉②❡r
s✉r ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✶ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s✮ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
tr♦✐s ❝♦r♣s✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✺✳✽✳✕ ❖♥ ♥♦t❡ Θi = T/CT (Ki) ❀ ρi : Θi → K∗i ✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Θi ❞❛♥sK
∗
i
t❡❧❧❡ q✉❡ ρi(t)x = xt ♣♦✉r t♦✉t t = tCT (Ki) ∈ Θi ❡t t♦✉t x ∈ Ki ♣♦✉r i = 1, 2, 3✳
❈❡tt❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳
✶✵✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
Pr❡♠✐❡r ❝❛s ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ T2 := CT (K2)◦ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✻ ♦♥ ❛ CT2(K1) = 1 ❡t ❝♦♠♠❡ T2 ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✶
❞♦♥♥❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ K2 ❡t K3✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❋❛✐t
✺✳✶ ♥♦✉s r❡✈è❧❡ q✉❡ B(u, 1) ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ K1 \{0} ❡t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
fu : K2 → K3
v 7→ B(u, v)B(u, 1)−1
♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ u ∈ K1 \ {0} ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ fu = f1✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
f : K1 → K3
u 7→ B(u, 1)B(1, 1)−1
❆❧♦rs f ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡
❝♦r♣s ❞❡ ❩✐❧❜❡r✱ ♦♥ ❛ K1 = ρ1(Θ1)+ ...+ρ1(Θ1) ✭n1 ❢♦✐s✮✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s ❞❡ K1 ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ρ1(Θ1)✳
❆✐♥s✐ ♣❛r ❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ f ✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ f ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ f(ρ1(t)ρ1(s)) = f(ρ1(t))f(ρ1(s)) ♣♦✉r t♦✉s t, s ∈ Θ1✳ ❖♥ ❛
B(ρ1(t)ρ1(s), 1) = B(ρ1(s)
t, 1) ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ρ1
= B(ρ1(s), 1
t−1)t ♣❛r T ✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ B
= B(ρ1(s), ρ2(t
−1
))t
= ρ3(t)B(ρ1(s), ρ2(t
−1
))
= ρ3(t)fρ1(s)(ρ2(t
−1
))B(ρ1(s), 1)
= ρ3(t)f1(ρ2(t
−1
))B(ρ1(s), 1) ❝❛r fρ1(s) = f1
= ρ3(t)B(1, ρ2(t
−1
))B(ρ1(s), 1)/B(1, 1)
= B(1, ρ2(t
−1
))tf(ρ1(s))
= B(1t, ρ2(t
−1
)t)f(ρ1(s))
= B(ρ1(t), ρ2(t)ρ2(t
−1
))f(ρ1(s))
= B(ρ1(t), 1)f(ρ1(s))
❡t ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t f(ρ1(t)ρ1(s)) = f(ρ1(t))f(ρ1(s))✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛ f(0) = f(0.0) =
0 = f(0)f(0) ❡t f(0.u) = f(u.0) = f(0) = f(0)f(u) = f(u)f(0) ♣♦✉r t♦✉t u ∈ K1✳
❆❧♦rs f ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞✉ ❝♦r♣s K1 ❞❛♥s K3✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✳ ▼❛✐s K3 ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥✜♥✐ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✺✱ ✐❧ ♥✬❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❝♦r♣s ✐♥✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳
❆❧♦rs f ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ❡t ❧❡s ❝♦r♣s K1 ❡t K3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❊♥✲
✜♥✱ ❝♦♠♠❡ K2 ❡t K3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❡s tr♦✐s
❝♦r♣s K1,K2 ❡t K3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ 
❈♦♠♠❡ B ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ u0 ∈ K1 \ {0} ❡t
v0 ∈ K2 \ {0} t❡❧s q✉❡ B(u0, v0) 6= 0✳
✶✶✵
✺✳✶ ❆✉t♦✉r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s
❉❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ T3 := CT (K3)◦ ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
γ : T → Θ1 ×Θ2 ×Θ3
t 7→ (tCT (K1), tCT (K2), tCT (K3))
❡st ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝❛r CT (K1,K2,K3) = 1✳ ❈♦♠♠❡ Θi s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❞❛♥s K∗i ✈✐❛ ρi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i = 1, 2, 3✱ ❛❧♦rs T s✬✐♥❥❡❝t❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
K∗1 × K
∗
2 × K
∗
3 ✈✐❛ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ρ = (ρ1 × ρ2 × ρ3) ◦ γ✳ ▲✬✐♠❛❣❡ S ❞❡ T3 ♣❛r ❝❡tt❡
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ K∗1 × K
∗
2 × {1}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ K1 ×K2 ×K3 s✉r (Ki)+✱ ♣♦✉r i = 1, 2, 3✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
u(x,y,z) =

ux s✐ u ∈ (K1)+
uy s✐ u ∈ (K2)+
uz s✐ u ∈ (K3)+
✭✺✳✶✮
❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ét❡♥❞ ❝❡❧❧❡ ❞❡ T ✱ ❡t ❝♦♠♠❡ B ❡st T ✲❝♦✈❛r✐❛♥t❡✱ ❛❧♦rs B ❡st S✲
❝♦✈❛r✐❛♥t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ T3 ❡st ✐♥✜♥✐ ❡t ❛❣✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t s✉r (K1)+✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✻ ♦♥ ❛ CT3(K1) = 1✱ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✹ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ (K1)+ ❡st
T3✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❩✐❧❜❡r ❞♦♥♥❡ K1 = ρ1(T3) + ...+ ρ1(T3) ✭m
❢♦✐s✮✳
P♦✉r i ❡t ♣♦✉r t♦✉t (x1, y1, 1), ..., (xi, yi, 1) ❞❛♥s S✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ x1,i := x1+ ...+xi
❡t (y−1)1,i := y
−1
1 + ...+ y
−1
i ✳ ❊♥✜♥✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿
X :=
⋃
i≥1
{
(x1,i, (y
−1)−11,i , 1) | (x1, y1, 1), ..., (xi, yi, 1) ∈ S, (y
−1)1,i 6= 0
}
❆❧♦rs S ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X✱ ❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ st❛❜❧❡
♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❘és✉❧t❛t ✺✳✾✳ B ❡st X✲❝♦✈❛r✐❛♥t❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ P♦✉r k = 1, ..., i ❡t (xk, yk, 1) ∈ S✱ ♣♦s♦♥s sk = (x
−1
k , y
−1
k , 1)✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t (u, v) ∈ K1 × K2 ❡t ♣♦✉r t♦✉t (x1,i, (y−1)
−1
1,i , 1) ∈ X✱ ♦♥ ❛
B(u(x1,i,(y
−1
1,i )
−1,1), v(x1,i,(y
−1
1,i )
−1,1)) = B(ux1,i , v(y
−1
1,i )
−1
) ❡t
B(ux1,i , v(y
−1
1,i )
−1
) = B(ux1 , v(y
−1)−1
1,i ) + ...+B(uxi , v(y
−1)−1
1,i )
= B(ux1 , v(y
−1)−1
1,i )s1 + ...+B(uxi , v(y
−1)−1
1,i )si
= B((ux1)s1 , (v(y
−1)−1
1,i )s1) + ...+B((uxi)si , (v(y
−1)−1
1,i )si)
❝❛r B ❡st S✲❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ❀ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿
B(ux1,i , v(y
−1
1,i )
−1
) = B(u, vy
−1
1
(y−1)−1
1,i ) + ...+B(u, vy
−1
i (y
−1)−1
1,i )
= B(u, v(y
−1
1
+...+y−1i )(y
−1)−1
1,i )
= B(u, v(y
−1)1,i(y
−1)−1
1,i )
= B(u, v)
✶✶✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
❞♦♥❝ B ❡st X✲❝♦✈❛r✐❛♥t❡✳ 
❙♦✐t Y ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡K1×K2×{1} t❡❧ q✉❡ B ❡st Y ✲❝♦✈❛r✐❛♥t❡✳
❆❧♦rs Y ❝♦♥t✐❡♥t X✳
❘és✉❧t❛t ✺✳✶✵✳ ❖♥ ❛ Y ⊆ K∗1 ×K
∗
2 × {1}✳
Pr❡✉✈❡ ✕ P♦✉r t♦✉t x ∈ K1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t y ∈ K2✮✱ B ♥✬❡st ♣❛s (x, 0, 1)✲
❝♦✈❛r✐❛♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (0, y, 1)✲❝♦✈❛r✐❛♥t✮✳ ❊♥ ❡✛❡t s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❛❧♦rs
B(u0, v0) = B(u0, v0)
(x,0,1) = B(ux0 , 0) = 0
B(u0, v0) = B(u0, v0)
(0,y,1) = B(0, vy0) = 0
❈❡ q✉✐ ❡st ❡①❝❧✉ ❝❛r B(u0, v0) 6= 0✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ Y ⊆ K∗1 ×K
∗
2 × {1}✳ 
❘és✉❧t❛t ✺✳✶✶✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ X1 ❞❡ X s✉r K∗1 × K
∗
2 ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ K∗1 ❡t K
∗
2✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
ψ1 : X1 → K
∗
1
(x, y) 7→ x
,
❝✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳ ❙♦✐❡♥t (x, y) ❡t (x, y
′
) ❞❛♥s X1✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛
B(u, v) = B(u, v)(x,y,1) = B(u, v)(x,y
′
,1)✱ ❡t B(u, v) = B(ux, vy) = B(ux, vy
′
) ❀
❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t B(ux, vy−y
′
) = 0✳ ❙✐ y 6= y
′
✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t u = ux
−1
0 ❡t v = v
(y−y
′
)−1
0 ✱
♦♥ ❛ B(u0, v0) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ u0 ❡t v0✳ ❉♦♥❝ y = y
′
❡t
ψ1 ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❈♦♠♠❡ S ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s X1✱ s♦♥ ✐♠❛❣❡ ψ1 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ K∗1✳ ■❧ ✈✐❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t
✺✳✹ ❡t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❩✐❧❜❡r✱ q✉❡ K1 = ψ1(S) + ... + ψ1(S) ✭m ❢♦✐s✮✳ ■❧
s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ψ1 ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❆✉ss✐✱ ♣♦✉r t♦✉t (x, y) ∈ X1✱ ✐❧ ❡①✐st❡
y
′
∈ K∗2 t❡❧ q✉❡ (x
−1, y
′
) ∈ X1 ❀ ❞♦♥❝ (1, yy
′
) ∈ X1 ❝❛r X✱ ❡t ❞♦♥❝ X1✱ ❡st st❛❜❧❡
♣❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞✬♦ù y
′
= y−1 ♣✉✐sq✉❡ ψ1 ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ X1
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ K∗1 ×K
∗
2✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
ψ2 : X1 → K
∗
2
(x, y) 7→ y
,
❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ (x, 1) ∈ ker(ψ2)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛
B(u, v) = B(u, v)(x,1,1) = B(ux, v) ♣♦✉r t♦✉t (u, v) ∈ K1 ×K2✱ ❞♦♥❝ B(ux−1, v) =
0✳ ❙✐ x 6= 1✱ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ u = u(x−1)
−1
0 ❡t v = v0✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❞✬♦ù
x = 1✳
❉❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ X1 ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡
✐♥❥❡❝t✐❢ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ α ❡♥tr❡ K∗1 ❡t K
∗
2✳ ❈♦♠♠❡ K1 ❡t K2 s♦♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
p > 0✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ α ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
✶✶✷
✺✳✶ ❆✉t♦✉r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s
❘és✉❧t❛t ✺✳✶✷✳ ❖♥ ❛ X = Y ✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐❡♥t x ∈ K∗1 ❡t y ∈ K
∗
2 t❡❧s q✉❡ (x, y, 1) ∈ Y ✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ y0 ∈ K
∗
2
t❡❧ q✉❡ (x, y0, 1) ∈ Y ✱ ❛❧♦rs y = y0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t (u, v) ∈ K1 × K2✱ ♦♥
❛ B(u, v) = B(u, v)(x,y,1) = B(u, v)(x,y0,1)✱ ❡t ♣❛r Y ✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ B ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡
B(ux, vy) = B(ux, vy0)✳ ❆❧♦rs ♣❛r ❜✐✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❞❡ B✱ ♦♥ ❛
B(ux, v(y−y0)) = 0 ♣♦✉r t♦✉t (u, v) ∈ K1 ×K2.
❙✐ y − y0 6= 0✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r u = ux
−1
0 ❡t v = v
(y−y0)−1
0 ✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ B(u0, v0) ❡st ♥✉❧✱
❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❝❤♦✐① ❞❡ u0, v0✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ y − y0 = 0✱ ✐✳❡✳ y = y0✳ ▼❛✐s
x ∈ K∗1 ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❘és✉❧t❛t ✺✳✶✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ y0 ∈ K
∗
2 t❡❧ q✉❡ (x, y0, 1) ∈ X ⊆ Y ✱
❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳ 
❘és✉❧t❛t ✺✳✶✸✳ CXT (K1) ❡t CXT (K2) s♦♥t ✐♥✜♥✐s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ T ♥❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ♣❛s K3✱ ❛❧♦rs T ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s X✳
P✉✐sq✉❡ T ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ T ∩X ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐♥✜♥✐
❞❛♥s T ✳ ▼❛✐s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ X s✉r K∗i ✭i = 1, 2✮ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ rés✉❧t❛t
✺✳✶✶✱ ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡ ❞❡ XT s✉r K∗i ❛✉ss✐✱ ❞♦♥❝ CXT (Ki) ❡st ✐♥✜♥✐✳ 
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✼✳
❘és✉❧t❛t ✺✳✶✹✳ ▲❡s ❝♦r♣s K1,K2 ❡t K3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❘és✉❧t❛t ✺✳✶✶✱ X ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❞♦♥❝ XT ❡st ❛✉ss✐
❝♦♥♥❡①❡✳ ❆✐♥s✐ XT ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ q✉✐ ❛❣✐t s✉r
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❞❞✐t✐❢s ❞❡ K1,K2 ❡t K3 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❋❛✐t ✺✳✶ s♦♥t ✈❡r✐✜é❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ T ♥❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s (K1)+, (K2)+, (K3)+✱ ❛❧♦rs XT ♥♦♥
♣❧✉s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ XT/CXT (Ki) ❛❣✐t s✉r (Ki)+ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
✐♥✜♥✐ ❞❡ K∗i ✳ ■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ C1 = CXT (K1)
◦ ✭r❡s♣✳ C2 = CXT (K2)◦✮ ❛❣✐t
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r (K2)+ ✭r❡s♣✳ (K1)+✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C1 ⊆ C2✱ ❛❧♦rs C1 ⊆ CXT (B(u, v)) ♣♦✉r t♦✉t (u, v) ∈ K1 ×K2
❡t ❝❡❝✐ ♣❛r XT ✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ B✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✺✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ C1 ⊆
CXT (K3)✳ ❆❧♦rs C1 ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ K∗1×K
∗
2×K
∗
3 q✉✐ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ K1×K2×K3✱
❞♦♥❝ ♦♥ ❛ C1 = 1 ❀ ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ✺✳✶✸✳ ❆✐♥s✐ C1 ♥❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ♣❛s K2✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ C2 ♥❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ♣❛s K1✳ ❆❧♦rs ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✶ ♦♥
❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ K1 ❡t K3✱ ❡t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❡♥tr❡ K2 ❡t K3✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦r♣s K1,K2 ❡t K3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ 
✺✳✶✳✷ ❱❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ T ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
K∗1✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r CT (K1) = 1✱ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
✶✶✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✺✳ ✕ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s (K1)+, (K2)+ ❡t (K3)+ s♦♥t t♦✉s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✲
♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✺✳✽✳ ❙✐ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❡♥tr❛❧✐s❛t❡✉rs CT (Ki) ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❛❧♦rs
❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✼ ❞✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦r♣s K1,K2 ❡t K3 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ ❖♥ ✈❛
❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ q✉❡ CT (K2) ❡t CT (K3) s♦♥t
✜♥✐s✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✶✻✳ ✕ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s Θ2 ❡t K∗2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Θ3 ❡t K
∗
3✱
s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ T ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K∗1✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥ q✲t♦r❡ ♥♦♥ tr✐✲
✈✐❛❧ ♣♦✉r t♦✉t q 6= p✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r Θ2 = T/CT (K2) ❝❛r CT (K2) ❡st
✜♥✐✳ ❈♦♠♠❡ Θ2 ❛❣✐t ✜❞è❧❡♠❡♥t s✉r K2✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✸✱ ♦♥ ❛ rk(Θ2) =
rk(K2) = rk(K
∗
2)✳ ▼❛✐sΘ2 ∼=
def ρ2(Θ2)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ rk(ρ2(Θ2)) = rk(Θ2) = rk(K∗2)✳
❆✐♥s✐ ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ K∗2✱ ♦♥ ❛ ρ2(Θ2) = K
∗
2✱ ❞✬♦ù Θ2 ∼=
def K∗2✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r Θ3 ❡t ♦♥ ❛ Θ3 = T/CT (K3) ∼=def K∗3✳ 
❉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿
▲❡♠♠❡ ✺✳✶✼✳ ✕ ▲❡s ❣r♦✉♣❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s K∗1,K
∗
2 ❡t K
∗
3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ T ❡t K∗1 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✱ ❛❧♦rs ρ1 ❡st ✉♥
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✻ ♦♥ ❛ K∗2 ∼=
def
Θ2 = T/CT (K2) ∼=
def K∗1/ρ1(CT (K2))✳ ▼❛✐s K
∗
1/ρ1(CT (K2)) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ K∗1 ❝❛r ρ1(CT (K2)) ❡st
✜♥✐✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K∗1 ✭❋❛✐t ✶✳✼✷✮✳ ❆❧♦rs K
∗
1 ❡t K
∗
2 s♦♥t
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ K∗1 ❡t K
∗
3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✲
♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡sK∗1,K
∗
2 ❡tK
∗
3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ 
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✽✳ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✼ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s T,Θ2 ❡t
Θ3 ❛❣✐ss❡♥t tr❛♥s✐t✐✈❡♠❡♥t s✉r K1,K2 ❡t K3 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ Ki✱ i = 1, 2, 3✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t ∈ T t❡❧ q✉❡
x =

ut0 s✐ x ∈ K1
vt0 s✐ x ∈ K2
B(u0, v0)
t s✐ x ∈ K3
▲❡♠♠❡ ✺✳✶✾✳ ✕ ❙♦✐❡♥t L ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥✜♥✐ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t A ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ Ln ✭n > 0✮✳ ❙✐ A ❡t L s♦♥t ❞❡
♠ê♠❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ E ❞❡ A t❡❧ q✉❡ A/E ❡t
L s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r n✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r n > 1✳ ❙♦✐t
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
φ : Ln \ {0} → (Ln \ {0})/ ∼= Λ
x 7→ φ(x) = Lx
✶✶✹
✺✳✶ ❆✉t♦✉r ❞✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡s ❚r♦✐s ❈♦r♣s
♦ù ∼ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r Ln \ {0} ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
x ∼ y ⇔ ∃λ ∈ L∗ t❡❧ q✉❡ x = λy.
❆❧♦rs φ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t w ∈ Λ✱ ♦♥ ❛ rk(φ−1(w)) =
rk(w) = rk(L)✳ ❆✐♥s✐ ❞✬❛♣rès ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ r❛♥❣✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t rk(Λ) =
rk(Ln)− rk(L) = (n− 1)rk(L)✳
❙✐ n > 2✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ rk(Λ) = (n− 1)rk(L) > rk(L) = rk(A) ≥ rk(φ(A \ {0}))✳
❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ φ(A\{0}) 6= Λ✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡ w0 ∈ Λ t❡❧ q✉❡ φ(a) 6= w0 ♣♦✉r t♦✉t
a ∈ A\{0}✳ Pr❡♥♦♥s V = φ−1(w0)∪{0}✳ ❆❧♦rs V ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ Ln
❡t A ∩ V = {0}✳ ❆✐♥s✐ A ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡
❞❡ Ln/V ✱ ❡t Ln/V ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡s à Ln−1✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r n = 2✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ rk(A) =
rk(L) = rk(Λ)✳ ◆♦t♦♥s
Bi : = {a ∈ A \ {0} | rk(φ
−1(φ(a)) ∩ (A \ {0})) = i}
= {a ∈ A \ {0} | rk(La ∩ (A \ {0})) = i}
❖♥ ❛
rk(φ(Bi)) = rk(Bi)− i ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 0
❈♦♠♠❡ ❧❡s Bi r❡❝♦✉✈r❡♥t A\{0}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t rk(φ(A\{0})) = maxi≥0(rk(Bi)−i)✳
❆✉ss✐✱ ❝♦♠♠❡ rk(Bi) ≤ rk(A) ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛ rk(Bi) − i < rk(A) ♣♦✉r t♦✉t
i 6= 0✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ rk(B0) < rk(A)✱ ❛❧♦rs rk(φ(A \ {0})) < rk(A) = rk(Λ)✳ ❈❡
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ φ(A \ {0}) 6= Λ✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❢❛✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
rés✉❧t❛t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ rk(B0) = rk(A)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❞❡ L2 q✉❡ A ✐♥t❡rs❡❝t❡ ✜♥✐♠❡♥t✳ ❙♦✐❡♥t V ❡t U ❞❡✉①
❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳ ❆❧♦rs L2 = U × V ✱ ❡t V ❡t U s♦♥t ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❞❡ L✳
P♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ ♦♥ ♥♦t❡ f(a) ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ a s✉r U ✱ ❡t g(a) ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
a s✉r V ❀ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ a = (f(a), g(a))✳ ❙♦✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
h : A → U
a 7→ f(a)
.
❆❧♦rs h ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ❡t kerh = {a ∈ A : f(a) = 0} =
A∩V ❡st ✜♥✐✳ ❈♦♠♠❡ rk(A) = rk(U) = rk(L)✱ ♦♥ ❛ A/A∩V ∼=def U ∼=def L✳ 
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✺✕ P♦✉r t♦✉t x ∈ K2✱ ♦♥ ♥♦t❡ Cx ❧❡ ♥♦②❛✉
❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❞❞✐t✐❢
fx : K1 → K3
u 7→ B(u, x)
.
❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s
❞❡ K1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N∗ ❡t x1, ..., xn ❞❛♥s K2 t❡❧s q✉❡ C =
⋂
x∈K2
Cx =
⋂n
i=1Cxi ✳
❙♦✐t c ∈ C✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t v ∈ K2✱ ♦♥ ❛ B(c, v) = 0✳ ❙✐ c 6= 0✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛
✶✶✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✽✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t ∈ T t❡❧ q✉❡ u0 = ct✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡
B(u0, v0) = B(c
t, (vt
−1
0 )
t)
= B(c, vt
−1
0 )
t ♣❛r T ✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ B
= 0t ❝❛r vt
−1
0 ∈ K2
= 0
,
❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t B(u0, v0) 6= 0✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ c = 0 ❡t C = {0}✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
χ : K1 → K
n
3
u 7→ (fx1(u), ..., fxn(u))
,
❛❧♦rs χ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❞❞✐t✐❢ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❝❛r ❛②❛♥t ♣♦✉r ♥♦②❛✉ C ❡st
tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ (K1)+ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ Kn3 ✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✼ ♦♥ ❛ K∗1 ∼=
def K∗3✱ ❛❧♦rs rk(K1) = rk(K3) ❡t ❞✬❛♣rès ❧❡
▲❡♠♠❡ ✺✳✶✾✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ E ❞❡ (K1)+ t❡❧ q✉❡ (K1)+/E ❡st ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à (K3)+✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♠♠❡ (K1)+ ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❡t E ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ (K1)+ ∼=def (K1)+/E ∼=def (K3)+✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ (K2)+ ❡t (K3)+ s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❞❞✐t✐❢s
(K1)+, (K2)+ ❡t (K3)+ s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳ 
❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦r♣s K1,K2 ❡t K3 s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡✳
✺✳✷ ❆❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
❉❡❧♦r♦ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✺❪ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ G ∼= SL2(K) ♣♦✉r K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ❛❣✐ss❛♥t
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ≤ 2rk(K)✱ ♠✉♥✐t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ G✲♠♦❞✉❧❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✐❧ s✬❛❣✐r❛ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ∼=
SL2(K)✱ ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p > 0✱ s✉r
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❜é❧✐❡♥ V ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
✺✳✷✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♣❛r ✉♥ ♣❡t✐t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳
❋❛✐t ✺✳✷✵✳ ✲ ✭❈❤❡r❧✐♥ ❡t ❉❡❧♦r♦✱ ❬✶✹✱ ▲❡♠♠❡ ✶✳✶✻❪✮ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ✉♥ ❝♦r♣s K ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ T ❞❡ K∗✱ ✉♥ p✲❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
A✱ ❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ T s✉r A✳ ❆❧♦rs A = CA(T ) ⊕ [A, T ]✳ ❊♥ ♣❛rt✉❧✐❡r✱ s✐ V ❡st
❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs CV (T ) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ V = [V, T ]✳
✶✶✻
✺✳✷ ❆❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
▲❡ ❋❛✐t ✺✳✷✵ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ CV (T ) =
0✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à V = [V, T ] ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù V ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ✈❛ ❥♦✉❡ ❝♦♥st✐t✉❡r
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♠❛❥❡✉r❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ q✉✐ s❡r❛ ♠❡♥é❡✱ ♥♦t❛♠❡♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ❡♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s T ✲♠✐♥✐♠❛✉①✳
❋❛✐t ✺✳✷✶✳ ✲ ✭❈❤❡r❧✐♥ ❡t ❉❡❧♦r♦✱ ❬✶✹✱ ▲❡♠♠❡ ✶✳✶✵❪✮ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ s♦✐❡♥t A✱ T ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✐♥✜♥✐s ❛❜é❧✐❡♥s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s t❡❧s q✉❡ A ❡st
T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡t T ❛❣✐t ✜❞è❧❡♠❡♥t s✉r A✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t
A ❡t T ✳ ❆❧♦rs K ❝❡♥tr❛❧✐s❡ T ✳
❋❛✐t ✺✳✷✷✳ ✲ ✭ ❬✹✱ ▲❡♠♠❡ ✹✳✶✵❪✮ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥✜♥✐ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐ q✉✐ ❛❣✐t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ H✲♠✐♥✐♠❛❧ A✳ ❆❧♦rs
A ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ H✲♥♦r♠❛❧ ♣r♦♣r❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✸✳✕ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ s♦✐❡♥t F ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥✲
✜♥✐ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p > 0✱ ❡t T ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡
❞❡ F∗ q✉✐ ❛❣✐t s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ V ❞✬❡①♣♦s❛♥t p✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡
CV (T ) = 0✱ ❛❧♦rs t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ V ❛ ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡ T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ❞❡ V ✳ ❖♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r V 6= 0✳ ❙♦✐t V1 ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ V ✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r
V 6= V1✱ ❡t ❛❧♦rs V/V1 ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥✜♥✐✳
1) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ V/V1 ♥✬❡st ♣❛s T ✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆❧♦rs ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛
V/V1 = V2/V1 ⊕ V
∗
2 /V1 ✭✺✳✷✮
♦ù V2/V1 ❡st T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡t V ∗2 /V1 ❡st T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à V ∗2 ❡t V2 ❞♦♥♥❡
W2 = V1 ⊕ V3 ❡t V
∗
2 = V1 ⊕ V
∗
3 ✭✺✳✸✮
❛✈❡❝ V ∗3 ❡t V3✱ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s T ✲✐♥✈❛r✐❛♥ts ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t ❞❡ ✭✺✳✷✮ ❡t ✭✺✳✸✮ q✉❡
V = V1 ⊕ (V3 ⊕ V
∗
3 ) ❛✈❡❝ V3 ⊕ V
∗
3 T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳
2) ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ V/V1 ❡st T ✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈♦♠♠❡ V1 ❡st T ✲♠✐♥✐♠❛❧✱
❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦r♣s ❞❡ ❩✐❧❜❡r✱ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R/annR(V1) ❡st ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s K1✱ ♦ù R ❡st ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ V ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r T ✳
• ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ r ∈ annR(V1) \ annR(V/V1)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♦♥ ❛ V1 6 ker(r)✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ R ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✐❧ ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉①
✐❞é❛✉① ker(r) ❡t im(r)✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ T ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts ker(r)/V1 ❡t
(im(r)+V1)/V1✳ ▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✷✷✱ T ♥❡ ❧❛✐ss❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛✉❝✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♣r♦♣r❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ V/V1✳ ❈♦♠♠❡ r 6= 0✱ ♦♥ ❛ ker(r)/V1 < V/V1✱ ❞✬♦ù ker(r) =
V1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ r /∈ annR(V/V1) ❡t (im(r) + V1)/V1 ❡st T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛❧♦rs ♦♥
❛ im(r) + V1 = V ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✷✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛
rk(V ) = rk(V1) + rk(im(r))− rk(V1 ∩ im(r)).
✶✶✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ V/ker(r) ∼=def im(r)✱ ♦♥ ❛
rk(V ) = rk(ker(r)) + rk(im(r)) = rk(V1) + rk(im(r)).
❆❧♦rs rk(V1∩ im(r)) = 0✱ ❡t V1∩ im(r) < V1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✷✷✱ V1∩ im(r) = 0✱
❞♦♥❝ V = V1 ⊕ im(r) ❛✈❡❝ im(r) T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳
•❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬❛♥♥✐❤✐❧❛t❡✉r annR(V1) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s annR(V/V1)✳
❈♦♠♠❡ R/annR(V1) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ ❧✬✐❞é❛❧ annR(V1) ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥s R✳ ▼❛✐s
annR(V/V1) ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r♦♣r❡ ❞❡ R✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ annR(V1) = annR(V/V1)✳
P♦s♦♥s A = annR(V1) = annR(V/V1)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
f : R → R
r 7→ rp
.
❈♦♠♠❡ V ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t p✱ ❛❧♦rs R ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ f ❡st
✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❡t im(f) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❛♥♥❡❛✉ ❞❡ R✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ T
❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛ T ⊆ im(f)✳ ❈♦♠♠❡ T ❡♥❣❡♥❞r❡ R✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ R ⊆ im(f) ❡t
♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té R = im(f)✳ ❉♦♥❝ f ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ A✱
✐❧ ❡①✐st❡ r ∈ R t❡❧ q✉❡ s = rp✳ ❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞♦♥♥❡ s = rp = 0 ❞❛♥s R/A✳ P✉✐s
❝♦♠♠❡ R/A ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ ♦♥ ❛ r = 0 ❡t r ∈ A = annR(V/V1) = annR(V1)✳ ❆❧♦rs
♦♥ ❛ r(V ) ⊆ V1✱ ❡t r2(V ) ⊆ r(V1) = 0✱ ❞♦♥❝ s = rp = 0✳ ❆✐♥s✐ A = {0} ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t R ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳
❆✐♥s✐ V ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r R✳ ❉♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t
♣♦ssè❞❡ ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ P✉✐sq✉❡ V1 ❡t V/V1 s♦♥t T ✲♠✐♥✐♠❛✉①✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
V ❡st 2✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t
❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✹✳ ✕ ❆✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✸✱ s✐ V0 ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ V ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t T ✲♠✐♥✐♠❛❧✮✱ ❛❧♦rs V0
❛ ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t T ✲♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s V ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛
V = V0 ⊕ V1 ⊕ ...⊕ Vn
❛✈❡❝ Vi ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s T ✲♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ V ✱ ♣♦✉r i = 1, ..., n✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ❞❡ V ✳ ❙✐ V0 ❡st
T ✲♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✸ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝
q✉❡ V0 ♥✬❡st ♣❛s T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡t s♦✐t V1 ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ V0✳ ❈♦♠♠❡
CV0(T ) 6 CV (T ) = 0✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✸✱ ♦♥ ❛ V0 = V1 ⊕ V
∗
1 ❛✈❡❝ V
∗
1
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ V0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t V0/V ∗1 ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ V/V ∗1 ✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✷✵✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ CV (T ) = 0 éq✉✐✈❛✉t
à V = [V, T ]✱ ❞♦♥❝ ❝✬❡st ❤ér✐té ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♦✉ ❛✉ q✉♦t✐❡♥t✳ ❉✬❛♣rès
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✸✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
V/V ∗1 = V0/V
∗
1 ⊕ V2/V
∗
1
❛✈❡❝ V2/V ∗1 T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à V2 ❞♦♥♥❡
V2 = V
∗
1 ⊕ V
∗
2
✶✶✽
✺✳✷ ❆❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
❛✈❡❝ V ∗2 ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ V2✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t V = V0 ⊕ V
∗
2 ❡t V
∗
2 ❡st
T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✸ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V
❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s T ✲♠✐♥✐♠❛✉①✳ 
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ CV (T ) = 0 éq✉✐✈❛❧❛♥t à V = [V, T ]✱ ❛❧♦rs t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲
✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ V ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❞♠❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✺✳ ✕ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ s♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t ♥♦♥ s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ F ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
p > 2 ❡t T ✉♥ t♦r❡ t❡❧ q✉❡ T ∩Z(G) 6= 1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ G ❛❣✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❡t ✜❞è❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ G✲♠✐♥✐♠❛❧ V ✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ CV (T ) = 0✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r T ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥✳ ❈♦♠♠❡ T ∩ Z(G) 6= 1
❡t ❝♦♠♠❡ CG(V ) = 1✱ ❛❧♦rs CV (T ∩ Z(G)) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ ❞❡ W ✳
▼❛✐s CV (T ∩ Z(G)) ❡st G✲♥♦r♠❛❧✱ ❛❧♦rs ♣❛r G✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ V ✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡
CV (T ∩Z(G)) ❡st ✜♥✐✳ ❉❡ ♠ê♠❡ CV (T ) ❡st ✜♥✐ ❝❛r CV (T ) 6 CV (T ∩Z(G))✳ ▼❛✐s
❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✷✵ ♦♥ ❛ V = [V, T ] ⊕ CV (T ) ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ V
q✉❡ CV (T ) = 0 ❡t V = [V, T ]✳ 
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✹✳
➚ ♣rés❡♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ❬✻✱ ❡①❡r❝✐❝❡ ✶✹ ♣✳✼✸❪ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢❛✐t✳
❋❛✐t ✺✳✷✻✳ ✲ ❙♦✐t W ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ✭❛❞❞✐t✐❢✮ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ s❛♥s
é❧é♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✉t✐❢s✳ ❙♦✐t u ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥✈♦❧✉t✐❢ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ W ✱ ❛❧♦rs
♦♥ ❛ W = W−u ⊕W+u✱ ❛✈❡❝ W−u ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ W ✐♥✈❡rsés ♣❛r u✱
❡t W+u ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ W ✜①és ♣❛r u✳
▲❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✷✼ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ G s✉r V ♠❡♥t✐♦♥♥é❡
❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✺✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✷✼✳ ✕ ❉❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ s♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ ❡t ♥♦♥ s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ F ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
p > 2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ❛❣✐t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❡t ✜❞è❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
G✲♠✐♥✐♠❛❧ V ✳ ❆❧♦rs ❧✬é❧é♠❡♥t ✐♥✈♦❧✉t✐❢ ❝❡♥tr❛❧ ξ ✐♥✈❡rs❡ V ✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✷✻✱ ♦♥ ❛ V = V +ξ ⊕ V −ξ✳ ▼❛✐s V +ξ = CV (ξ) ❡st
G✲♥♦r♠❛❧✳ ❆❧♦rs ♣❛r G✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ V ❡t ❝♦♠♠❡ CG(V ) = 1✱ ♦♥ ❛ V +ξ = 0✳
❉♦♥❝ V = V −ξ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ξ ✐♥✈❡rs❡ V ✳ 
✺✳✷✳✷ ❯♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ G ∼= SL2(K) s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❀ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦r♣s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ p > 0✱ ✉♥
❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ V ❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡
G ∼= SL2(K) s✉r V ✳
✶✶✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
❋❛✐t ✺✳✷✽✳ ✲ ✭ ❬✹✱ ▲❡♠♠❡ ✶✶✳✷❪✮ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐ ❛❣✐ss❛♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ A✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s H✲✐♥✈❛r✐❛♥ts
0 = A0 < A1 < ... < An = V
t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ q✉♦t✐❡♥t Ai/Ai−1 ❡st s♦✐t tr✐✈✐❛❧✱ s♦✐t H✲✐rr❡❞✉❝t✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ♥✬❛❞♠❡t✲
t❛♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♣r♦♣r❡ H✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✮✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✷✽ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ A r❡❧❛t✐✈❡ à
H✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✺✳✷✾✳ ✕ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ✱ ♦♥ ♣♦s❡ rk(K) = a✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s B = U ⋊ T ✱
✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G ♦ù T ❡st ✉♥ t♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ U ❡t T
s♦♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✉♥ ❡t ♦♥ ❛ rk(U) = rk(T ) = a✳
❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✺✱ s✐ p > 2 ❡t s✐ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r V ❡st ✜❞è❧❡ ❡t
V ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ CV (T ) = 0 ❀ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✸✳
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✭s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✮✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❡♥ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ p = 2 ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r V = [V, T ]✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✵✳ ✕ ❖♥ ❛ V = V1 ⊕ ...⊕ Vn✱ ♣♦✉r V1, ..., Vn ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s T ✲
♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ V ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r k = 1, ..., n✱ Wk+1/Wk ❡st T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ❝❡♥tr❛❧✐sé
♣❛r U ✱ ♦ù Wk = V1 ⊕ ...⊕ Vk✳
Pr❡✉✈❡ ✕ Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ 0 = W0 < W1 < ... < Wn = V
❞❡ V r❡❧❛t✐✈❡ à B✱ ♦ù B = UT ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
V = [V, T ] ♣❛ss❡ ❛✉① s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s T ✲✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s Wi s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s
❡t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✹✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
Wi = Wi−1 ⊕ Vi
❛✈❡❝ Vi ∼=def Wi/Wi−1 T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❡t T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ✭0 < i ≤ n✮✳ ❉♦♥❝ V = ⊕iVi ❡st
✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s T ✲♠✐♥✐♠❛✉①
❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✹✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ U s✉r ❝❤❛q✉❡ Wi/Wi−1 ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✶✳ ✕ P♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲♠✐♥✐♠❛❧ W ❞❡ V ✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ W ❡t K+✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ V ❡st na✱ ♦ù n ❡st
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ V ❝♦♠♠❡ T ✲♠♦❞✉❧❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ U ♥❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ♣❛s W ✳
❙♦✐t 0 = V0 < V1 < ... < Vn = V ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ❝♦♠♠❡ B✲
♠♦❞✉❧❡✱ B = UT ét❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❞❡ G✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✹✱ ❧✬❛❝t✐♦♥
❞✉ r❛❞✐❝❛❧ ✉♥✐♣♦t❡♥t U s✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs Vi/Vi−1 ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳
❙♦✐t i ♠✐♥✐♠❛❧ t❡❧ q✉❡ W 6 Vi✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
φ : U ×W → Vi/Vi−1
(u, v) 7→ [v, u]
.
✶✷✵
✺✳✷ ❆❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ ❡st T ✲❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T s✉r U ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ K∗ s✉r K+✳
❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ ❡st ❜✐✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ i✳ ▲❡
❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❩✐❧❜❡r ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ K×K2 ❞❛♥s K3✱ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❝♦r♣s ❡t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❛ss❡ à tr❛✈❡rs
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✺ ♣♦✉r
❝♦♥❝❧✉r❡ ✿ (K)+ ∼=def (K2)+ ∼=def (K3)+✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡
♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
a = rk(K) = rk(W ) = rk(Vi/Vi−1)
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ U ❝❡♥tr❛❧✐s❡W ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡G s✉rW ❡st
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ V = [V, T ] ♣❛ss❡ à W ✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✈✉ à ♣❧✉s✐❡✉rs
r❡♣r✐s❡s✳ ❉♦♥❝ s✐ B∗ = U∗T ❡st ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❇♦r❡❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡
t♦r❡ T ✱ ❛❧♦rs U∗ ♥❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ ♣❛s W ❡t ♦♥ r❡t♦♠❜❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré✱
❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
◆♦t❛t✐♦♥ ✺✳✸✷✳✕ P♦s♦♥s N(T ) = NG(T )✳ ❙♦✐t ζ ∈ N(T ) ✉♥ 2✲é❧é♠❡♥t ✭✐✳❡ ❞✬♦r❞r❡
✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 2✮ q✉✐ ✐♥✈❡rs❡ T ❀ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ζ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✸✳ ✕ ❙♦✐t W ✉♥ N(T )✲s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ V ✳ ❆❧♦rs W ❡st N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ W ❡st s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡
W = W0 ⊕W
ζ
0
❛✈❡❝ W0 T ✲♠✐♥✐♠❛❧✳
Pr❡✉✈❡ ✕
◆♦t♦♥s q✉❡ W ♥✬❡st ♣❛s T ✲♠✐♥✐♠❛❧✱ s✐♥♦♥ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✺✳✷✶ ζ ❝❡♥tr❛❧✐s❡ T ✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ W ❡st N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙♦✐t W0 ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ T ✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡
W ✳ ❈♦♠♠❡ W ζ0 ❡st T ✲♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ W0 ∩W
ζ
0 ❡st < T, ζ >= N(T )✲
♥♦r♠❛❧✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✜♥✐❡ ♣❛r N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ W ✳ P✉✐sq✉❡ CV (T ) = 0✱ ♦♥ ❡♥
❞❡❞✉✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✱ ❞✬♦ù W0 ❡t W
ζ
0 s♦♥t ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ V = W0 ⊕W
ζ
0 ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ W ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r rk(W ) = 2a
❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✶✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ V = W0 ⊕ W
ζ
0 ❛✈❡❝ W0 T ✲♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛❧♦rs rk(V ) = 2a✳ ▼❛✐s
❞✬❛♣rès ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ W ❡st ❞❡
♠ê♠❡ r❛♥❣ 2a✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ W ❡st N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✹✳ ✕ ▲❡ N(T )✲♠♦❞✉❧❡ V ❡st s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s N(T )✲
♠✐♥✐♠❛✉①✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡r ét❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ W ⊕W ζ✱ ❛✈❡❝ W T ✲♠✐♥✐♠❛❧✳
Pr❡✉✈❡ ✕
❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r V > 0 ❡t q✉❡ V ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧✉✐✲♠ê♠❡ N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ❙♦✐t
V0 ✉♥ N(T )✲s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣r♦♣r❡ ❞❡ V ✱ ❞♦♥❝ V/V0 ❡st N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧✳ ■❧
s✉✣t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r W = W0 ⊕ V ∗ ❛✈❡❝ V ∗ N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧✳
✶✷✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
P✉✐sq✉❡ V0 ❡st T ✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ V1 T ✲
✐♥✈❛r✐❛♥t ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✷✹✮✳ ❙♦✐t V2 < V1 T ✲♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡t ♣♦s♦♥s
V ∗ = V2 ⊕ V
ζ
2
❧❡ N(T )✲s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❛ss♦❝✐é à V2✳
P✉✐sq✉❡ V0 ❡st ♠❛①✐♠❛❧✱ ♦♥ ❛ V0 + V ∗ = V ✳ ❈♦♠♠❡ V ∗ ❡st N(T )✲♠✐♥✐♠❛❧
✭▲❡♠♠❡ ✺✳✸✸✮✱ ♥♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s V0✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ V0 ∩ V ∗ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t ✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ T ❛❣✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ CV (T ) = 0✱
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ 
▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✹ ❞♦♥♥❡ V = (V1⊕V
ζ
1 )⊕ ...⊕ (Vm⊕V
ζ
m) ♦ù m ❡st ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ V ❡♥ t❛♥t q✉❡ T ✲♠♦❞✉❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✶✱ ♦♥ ♥♦t❡ Ki ❧❡ ❝♦r♣s
✐♥t❡r♣rété ♣❛r Vi⋊T/CT (Vi) ❡t K∗i ❝❡❧✉✐ ✐♥t❡r♣rété ♣❛r V
ζ
i ⋊T/CV (V
ζ
i ) ♣♦✉r t♦✉t
1 ≤ i ≤ m✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✸✷✱ ❧❡s ❝♦r♣s Ki ❡t K∗i ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ➚ ♣r✐♦r✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ 2m ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ t♦✉s ❞✐✛ér❡♥ts à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rès✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬ét❛❜❧✐r s✉r V ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞❡ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✸✺✳ ✕ ▲✬é❧é♠❡♥t ζ ét❛❜❧✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦r♣s
Ki ❡t K∗i ✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ζ s✉r Ki ♣❛r xζ := vζ ✱ ♦ù v ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡
Vi ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à x ❞♦♥♥é Vi ∼=def (Ki)+✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡
φζ : Ki → K
ζ
i
x 7→ xζ
,
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✉♥✐r Kζi ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦r♣s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ φζ ❡st
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡Ki s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡s ✜♥✐❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ T/CT (Vi)✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ φζ ❡st ♠✉❧♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬ét❛❜❧✐r
q✉❡ φζ(ts) = φζ(t)φζ(s) ♣♦✉r t♦✉t t, s ∈ T/CT (Vi)✳ ❖r
φζ(t) = t
ζ
= (t.1)ζ = tζ .1 = t−1.1 ♣♦✉r t♦✉t t ∈ T/CT (Vi).
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ φζ(ts) = φζ(ts) = (ts)−1.1 = (t−1.1)(s−1.1) = φζ(t)φζ(s) ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳
❊♥ ♣❛rt✉❧✐❡r ♦♥ ❛ Ki ∼=def K
ζ
i ✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ K
ζ
i = K
∗
i ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡
s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rétés ❞❡ ♠♦✐t✐é✱ ❡t ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s N(T )✲
♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ V ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✻✳ ✕ ❯♥ T ✲s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ W ❞❡ V s❡r❛ ❞✐t ❞é❣é♥éré✱ s✐ CT (W )◦ 6= 1✳
✶✷✷
✺✳✷ ❆❝t✐♦♥ q✉❛s✐✲s✐♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✼✳ ✕ ❙♦✐t W ✉♥ s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ❞é❣é♥éré ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ V ❡t V = V1⊕
V2 ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ❡♥ N(T )✲s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❆❧♦rs W = (W∩V1)⊕(W∩V2)✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ◗✉✐tt❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r V ♣❛r V1+W ❡t V2 ♣❛r (V1+W )∩V2✱ ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r V = V1 +W ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ V2 6 V1 +W ✳
❙♦✐t Θ = CV (W )✳ P✉✐sq✉❡ [Θ, V ] = [Θ, V1 +W ] = [Θ, V1] 6 V1✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡
[Θ, V2] 6 V1 ∩ V2 = 0.
P❛r ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ W = CV (Θ)✱ ❞♦♥❝ V2 6 W ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
▲❡s T ✲s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s ❞é❣é♥érés ❞❡ V ✱ s✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✱ ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♥t
t♦✉t ❡s♣♦✐r ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ G s✉r V ✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✸✺ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❥à ❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ N(T )✲s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧ ❞❡ V ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ▲✬❞é❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù V ❡st G✲♠✐♥✐♠❛❧✱ ❛✉r❛✐t
été ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❣❧♦❜❛❧❡ s✉r V ✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❝t✐♦♥
❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳
P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♦♥ ❛ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s N(T )✲
♠✐♥✐♠❛✉①✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦r♣s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ✭❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✮ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
N(T ) s✉r ❝❤❛❝✉♥✳
✶✷✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❜é❧✐❡♥s
✶✷✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
●r♦✉♣❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❡♥
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❉❛♥s ❬✶✽❪✱ ♦ù ❋ré❝♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ❞❡s
❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❛❜str❛✐t ♣rès✱ ❧❡
❋❛✐t ✻✳✶ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❋❛✐t ✻✳✶✳ ✲ ✭❋ré❝♦♥✱ ❬✶✽✱ ❋❛✐t ✸✳✻✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸❪✮ ❙♦✐t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t
G✱ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♥♥❡①❡ s✉r Q✳ ❆❧♦rs G/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❡♥r✐❝❤✐ ❞❡ G✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡♥r✐❝❤✐ ❞♦♥t ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
❢❛✐t ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ❧✬❆❈❋✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✉ ♣✉r ❣r♦✉♣❡ G q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞❡✜♥✐ss♦♥s ♣❛s
✐❝✐ ❀ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à ❬✶✽❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✐ ❜❡s♦✐♥ ❡st✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s t❡♥t♦♥s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳
◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐✲
q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐s ♣♦✉✈❛♥t ♣❡r♠❡ttr❡
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✭❛❧❣é❜r✐q✉❡s✮ ♥✐❧♣♦t❡♥ts ❡t ❞✬❡①♣♦s❛♥ts
❜♦r♥és✱ s♦♥t ❝❡✉① ❞❡ ●✳ ❉✳ ❘❛❜✐♥♦✈✐❝❤ ❬✸✺❪ ❡t ❞❡ ❊✳ ❍r✉s❤♦✈s❦✐ ❡t ❇✳ ❩✐❧❜❡r ❬✷✹❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① très ❞✐✣❝✐❧❡s ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ♣❛s à ♥♦tr❡ ❝❛s✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ q✉✐ s❡r❛ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
s✉♣♣♦s❡r q✉✬✉♥ t❡❧ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❡①✐st❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ♣♦✉r ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G/Z(G)✱ ♦ù G ❡st
✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳
❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ●r❡❣♦r② ❈❤❡r❧✐♥ ❡♥ s❛ q✉❛❧✐té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡✉r ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱
♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♦r❣❛♥✐st❛✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✶✷✺
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ●r♦✉♣❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✻✳✶ ❇rè✈❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡
■❝✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✉♥✐♣♦t❡♥❝❡ UK s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✺✳
▲❡ ❋❛✐t ✻✳✷ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞✉ ❧✐✈r❡ ❬✷✺❪ ❞❡ ❏✳ ❊✳ ❍✉♠✲
♣❤r❡②s✳
❋❛✐t ✻✳✷✳ ✲ ✭ ❬✷✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵✳✷✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✵✳✹❪✮ ❙♦✐t L ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p > 0✳ ❆❧♦rs t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛❜é❧✐❡♥
❝♦♥♥❡①❡ ❡t ❞✬❡①♣♦s❛♥t p ✭❞♦♥❝ ✉♥✐♣♦t❡♥t✮ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Ln ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r n ≥ 0✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t s✬❛✈èr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s UK✲❣r♦✉♣❡s✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✸✳ ✕ ✭❈❤❡r❧✐♥✮ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s ❡t E ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❞❡ Kn+✳ ❆❧♦rs K
n
+/E
∼=def Kn+✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❞❡ K ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ▲❡
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ E ❞❡ G ét❛♥t ✜♥✐✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G/E ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❡t ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❡①♣♦✲
s❛♥t p✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✻✳✷✱ Kn+/E ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ à
Kd+ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r d ≥ 1✳ P❛r é❣❛❧✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ d = n✱ ❡t
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s K✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✹✳✕ ❙♦✐t A ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥♥❡①❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐
❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ A/J(A) ≈ K+✳ ❆❧♦rs ✉♥ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ A/J(A)
♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K+✳
◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ A/J(A) ∼=def
K+✱ ✉♥ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳ ✕ ✭❈❤❡r❧✐♥✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ q✉✐ ❡st ♣r♦❞✉✐t
❝❡♥tr❛❧ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s Gi t❡❧s q✉❡ Gi ∩ 〈Gj : j 6= i〉 ❡st ✜♥✐
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ Gi ❛❞♠❡t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ✜♥✐ Ei t❡❧ q✉❡ Gi/Ei
s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t Kd+✳ ❆❧♦rs G ❛❞♠❡t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
♥♦r♠❛❧ ✜♥✐ E t❡❧ q✉❡ G/E s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s Kd+✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t N ❧❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ G ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❝❡♥tr❛✉①
Ni = Gi∩〈Gj : j 6= i〉✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
∏
i(Gi/Ni)→ G/N ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❙✐
(g1N, ..., gnN) ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♥♦②❛✉✱ ♦♥ ❛
∏
gi ∈ N ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ N ⊆ 〈Gj : j 6= i〉
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✳ ❉♦♥❝ gi ∈ 〈Gj : j 6= i〉 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i✱ ❡t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❆✐♥s✐✱
G/N ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à
∏
i(Gi/Ni)✳
❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ q✉♦t✐❡♥t Gi/NiEi s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s K
di
+ ✱ ❛❧♦rs
❡♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ N〈Ei : ♣♦✉r t♦✉t i〉 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ 
✶✷✻
✻✳✷ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té
✻✳✷ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té
❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❞✬❡①♣♦s❛♥t ❜♦r♥é ✐♥t❡r✲
♣rét❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s K t❡❧ q✉❡ G ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❡st
❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✻✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ 2 ❡t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✱ ❡t K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G
′
❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
✜♥✐ E t❡❧ q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G
′
/E s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ K+✳ ❆❧♦rs G/Z(G) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ K+✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐t NK ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♥♦r♠❛✉① ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s N ❞❡
G t❡❧s q✉❡ Z(G) 6 N ❡t G/N s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡
K+✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ NK ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡t ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❝❛r ❝♦♥t❡♥❛♥t
G✳ ❙♦✐t NK ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ NK✳ ❆❧♦rs NK ∈ NK✳ ■❧ s✉✣t
❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ NK = Z(G)✳
❙♦✐t g ∈ G✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ γg : G/E → G
′
/E ❞♦♥♥é ♣❛r
γg(u) = [g, u]✳ ❙♦✐t Kg/E s♦♥ ♥♦②❛✉✳ ❆❧♦rs G/Kg s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
G
′
/E✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ K+✳ ❈♦♠♠❡ Z(G) ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Kg✱
♦♥ ❛ Kg ∈ NK✱ ❡t ♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ NK ♦♥ ❛ NK 6 Kg ♣♦✉r t♦✉t g✳ ❈❡❧❛
❞♦♥♥❡ [G,NK] 6 E✳ ❆✐♥s✐ [G,NK] ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ✜♥✐✱ ❞♦♥❝ tr✐✈✐❛❧✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
NK 6 Z(G)✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ NK = Z(G) ❝♦♠♠❡ ✈♦✉❧✉✳ 
▲❡♠♠❡ ✻✳✼✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ 2 ❡t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r✲
❧❡② ✜♥✐✱ ❛✈❡❝ K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ rk(G/Z(G)) = 1✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ E ❞❡ G
′
t❡❧ q✉❡ G
′
/E
s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Kd+✱ ❡t ❞♦♥❝ G/Z(G) s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ Kn+✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✣r♠♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ G ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡
✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G ♥♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s Z(G)
❡t t❡❧ q✉❡ A/J(A) ≈ K+✳ ❆❧♦rs G = AZ(G) ❡t Z(A) = A ∩ Z(G) ❡t
G/Z(G) ∼= A/Z(A).
❉❡ ♣❧✉s G
′
= A
′
✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛tt❡♥❞✉❡s s♦♥t éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s ♣♦✉r A ❡t G✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t G ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s J(G) = Z(G)◦✳ ❈♦♠♠❡ G/J(G) ≈
K+✱ ❛❧♦rs G/J(G) ❛ ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ✜♥✐ E/J(G) t❡❧ q✉❡ s♦♥ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r
❝❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K+ ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✹✮✳ ❖♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r Z(G) 6 E✳
P♦✉r g ∈ G \Z(G)✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❡ adg ❞❡ G/Z(G) ✈❡rs Z(G)
❞♦♥♥é ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ g✱ ❡t s♦✐t Γg s♦♥ ✐♠❛❣❡✳ ❆❧♦rs Γg ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ r❛♥❣
✶✷✼
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ●r♦✉♣❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❞❡ ▼♦r❧❡② 1✳ ❙♦✐t Eg = adg(E/Z(G)) ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ❞❡ Γg ❡t Eˆg s❛ ♣ré✐♠❛❣❡
❞❛♥s G✳ ❆❧♦rs E 6 Eˆg ❡t ♦♥ ❛
Γg/Eg ∼=
def (G/Z(G))/(Eˆg/Z(G)) ∼=
def K+.
❈♦♠♠❡ G
′
❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s Γg✱ ❡t q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t
❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ r❛♥❣ 1✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✺ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❡t ♥♦tr❡
♣r❡♠✐èr❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡st ❞é♠♦♥tré❡✳ ▲❡ r❡st❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳✻✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✽✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②✱ ❛✈❡❝ K ✉♥
❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ rk(G) ≤ 3✳ ❆❧♦rs
s♦✐t G/Z(G) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ K+✱ s♦✐t ♦♥ ❛ ❧❡s
♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
• rk(G) = 3✱
• rk(Z(G)) = 1.
Pr❡✉✈❡ ✕ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r G ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✳ ❆✐♥s✐ rk(G/Z(G)) ≥ 1✱ ❡t s✐
rk(G/Z(G)) = 1 ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣r❡♥❞ rk(G/Z(G)) ≥ 2
❡t ❛✐♥s✐ rk(G) = 3 ❡t rk(Z(G)) = 1✳ 
▲❡♠♠❡ ✻✳✾✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❛✈❡❝ K
✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G ❡st ❞❡ r❛♥❣
❞❡ ▼♦r❧❡② 3 ❡t ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡ 2✱ ❛✈❡❝ rk(G
′
) = 1✳ ❆❧♦rs G/Z(G) s❡ ♣❧♦♥❣❡
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ K+✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ❛ rk(Z(G)) = 1✳
▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ G ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ Pr❡♥♦♥s g ∈
G\Z(G)✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ g ❛ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② 1 ❡t s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ❞❡ r❛♥❣ 2✱ ✐✳❡✳ rk(CG(g)) = 2✳ ❙✐ G ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡
✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ CG(g)◦ = J(G) ♣♦✉r t♦✉t g 6∈ Z(G)✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛ J(G) ⊆ Z(G) ❡t
rk(J(G)) = 2✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t rk(Z(G)) = 1✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ A ❞❡ G ♥♦♥ ❝♦♥t❡♥✉
❞❛♥s Z(G) ❡t t❡❧ q✉❡ A/J(A) ≈ K+✳ ❙✐ rk(A) = 2✱ ❛❧♦rs A ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G
❡t ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐❡♥t Z(G)◦✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ J(A) = Z(G)◦✳ ❙✐ rk(A) = 1✱ ❛❧♦rs
1 = J(A) 6 Z(G)◦✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ rk(A/J(A)) = 1 ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r
g ∈ G\CG(A)✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛r g ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❡♥tr❡ A/J(A)
❡t G
′
❞♦♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st ✜♥✐✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ G
′
♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡
✜♥✐ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s K+✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✻✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳ 
▲❡♠♠❡ ✻✳✶✵✳✕ ❙♦✐t G ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② 3 ❡t rk(Z(G)) =
1✱ ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ p ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❛♥s G✳
❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G/Z(G) ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ K+✱
❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
• G ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱
• J(G) = Z2(G)
◦ ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s Z2(G)✱
✶✷✽
✻✳✷ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té
• G ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡ 3✳
Pr❡✉✈❡ ✕ P♦s♦♥s G = 〈A1, ..., An〉Z(G) ❛✈❡❝ Ai ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡
Ai/J(Ai) ≈ K+ ❡t n ❝♦♥s✐❞éré ♠✐♥✐♠❛❧✳
❆❧♦rs Ai 6 Z(G) ❡t rk(AiZ(G)) = 2 ❀ ♣❛r ❧❛ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ◆♦r♠❛❧✐s❛t❡✉r
AiZ(G) ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ n ≥ 2✳ ❆❧♦rs n = 2 ❡t rk(Ai) = 1 ♣♦✉r i = 1, 2✱ ❡t ♦♥ ❛
G
′
6 Z(G)◦✳ ❆✐♥s✐ G ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ 2✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✻✳✾ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ n = 1 ❡t ♣♦s♦♥s A = A1✳ ❆❧♦rs Z(A) 6 Z(G)✱ ❞✬♦ù Z(G)◦ =
Z(A)◦ 6 A ❡t G = A ❡st ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t g ∈ Z2(G)\CG(J(G)✳ ❆❧♦rs CG(g)∩J(G) <
J(G)✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ rk(CG(g) ∩ J(G)) = 1✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt [g,G] 6 Z(G)✱ ❛❧♦rs
rk(CG(g)) = 2✳ ■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ CG(g) ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s G ❡t G = J(G)CG(g)✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜✐❧✐té ❞❡ G✳ ❉♦♥❝ Z2(G) 6 CG(J(G)) < G✱ ❝❡ q✉✐
✐♠♣❧✐q✉❡ Z2(G)◦ = J(G)✱ ❞♦ù J(G) ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s Z2(G)✳
■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ G ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡ 3✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s
s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s✳ 
▲❡♠♠❡ ✻✳✶✶✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✱ ❛✈❡❝ K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ G s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts
• rk(G) = 3
• rk(Z2(G)) = 2
• rk(Z(G)) = 1
❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
• ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G/Z(G) ❡st ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥✱
• G/Z2(G) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ K+✱
• G
′
= J(G) = Z2(G)
◦✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ Z2(G) < G✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G/Z(G) ❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥♦♥
❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② 2✳ ❉♦♥❝ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✽ à G/Z(G) ✐❧
s✬❡♥s✉✐t q✉❡G/Z2(G) ∼=def (G/Z(G))/Z(G/Z(G)) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ K+✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✐♥ts✳
❈♦♠♠❡ G
′
❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ G ❡t ❞✐✛ér❡♥t
❞❡ Z(G)◦✱ ❛❧♦rs G◦ ❝♦♥t✐❡♥t ♣r♦♣r❡♠❡♥t Z(G)◦✱ ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ é❣❛❧ à J(G)✳ ❉❡
♠ê♠❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Z2(G)◦ = J(G)✳ ❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✷✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❛✈❡❝ K
✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❙✐ rk(G) ≤ 3 ❡t G/Z(G) ❡st
❛❜é❧✐❡♥✱ ❛❧♦rs G/Z(G) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝❛rtés✐è♥♥❡
❞❡ K+✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G/Z(G) ❡st ♥♦♥ ❛❜é❧✐❡♥ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② 2✱ ✐❧ ♥❡
♣❡✉t êtr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐❧
♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♦✉ ✕ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❝❡rt❛✐♥ ✕
✶✷✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ●r♦✉♣❡s ✉♥✐♣♦t❡♥ts ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡
q✉✬✉♥ t❡❧ ❣r♦✉♣❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✮✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s p✲✉♥✐♣♦t❡♥ts ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 q✉✐ ♥❡ s❡
♣❧♦♥❣❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ K+ ✭❝❛r ❞✬❡①♣♦s❛♥t p2✮✱ ♠❛✐s ✐❧s
♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❝♦♠♠❡ ❞❡s q✉♦t✐❡♥ts G/Z(G) ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s s❡❝t✐♦♥s ❞❡ G✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✶✸✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❛✈❡❝ K ✉♥
❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❙✐ rk(G) = 3✱ rk(Z2(G)) =
2✱ ❡t rk(Z(G)) = 1✱ ❛❧♦rs ❧❡s s❡❝t✐♦♥s G
′
/Z(G) ❡t Z(G)◦ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✲
♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡ K+✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ G
′
/Z(G)✳
Pr❡♥♦♥s g ∈ G \ Z2(G) ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ γg ❞❡ G/Z2(G) ✈❡rs
G
′
/Z(G) ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ g✳ ❙♦♥ ✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❉♦♥❝
γg ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❡t s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ✜♥✐✳ ❈♦♠♠❡ G/Z2(G) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡K+ ✭▲❡♠♠❡ ✻✳✶✶✮✱ ❛❧♦rsG
′
/Z(G) s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ K+✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✳
Pr❡♥♦♥s g ∈ G ♥❡ ❝❡♥tr❛❧✐s❛♥t ♣❛s G
′
= Z2(G)
◦✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ G
′
/Z(G) ✈❡rs Z(G)◦ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ g✳ ❆❧♦rs s♦♥ ♥♦②❛✉ ❡st ✜♥✐✱
❞✬♦ù s♦♥ ✐♠❛❣❡ Z(G)◦ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ K+✳ 
✶✸✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✼
▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡
❊♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❋ré❝♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❬✶✽✱
❋❛✐t ✹✳✻❪✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉✲
t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳ ✕ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (Xi)i∈I ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ G ❞❡
r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡st ❞✐t❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ s✐ I ⊆ Gm ♣♦✉r m ∈ N ❡t
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ(z, t) t❡❧❧❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I,Xi = {x | ϕ(x, i)}✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳ ✕ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ K✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ G✱ ✐s♦♠♦r♣❤❡s
✭❛✉ s❡♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✮ à K+ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥✲
❣❛❣❡ ❞✉ ♣✉r ❝♦r♣s K✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r G 6= 1✳ ❈♦♠♠❡ G ❡st s✉♣♣♦sé ✉♥✐♣♦t❡♥t✱ ❞♦♥❝
❛✣♥❡✱ s✉r K✱ ✐❧ s❡ ♣❧♦♥❣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s GLn(K)✱ ♣♦✉r n > 0✳ ❙♦✐t X ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ❞❡ G✱ t❡❧ q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ G s♦✐t ❝♦♥❥✉❣✉é ♣❛r GLn(K)✱ à ✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ X✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧
♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐♣♦t❡♥ts
❞❡ GLn(K)✱ ❛❧♦rs X ❡st ✜♥✐✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
F = {d(x)g | (x, g) ∈ X ×GLn(K), x
g ∈ G}
❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t K✲❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t
é❧é♠❡♥t ❞❡ F ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K+✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡ à K+✳ P♦✉r u ∈ A ❡t u 6= 1✱ ♦♥ ❛ d(u) = A ∼=def K+✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t
✶✳✷✾✳ ❆✐♥s✐ A ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ F ✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳ ✕ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ✉♥
❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦ F✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡
à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t s✉r F✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ H
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à F+ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳
✶✸✶
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡
Pr❡✉✈❡ ✕ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ϕ : H → K ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡♥tr❡ H
❡t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t K s✉r F✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ K ❞é✲
✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣✉r ❝♦r♣s F ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s H✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ H✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s à F+ ❡t ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❢❡r♠és ❞❡ K ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à
F+✳
❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ H ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à F+ ❀
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ϕ(A) ❡st F✲❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ✐✳❡✳ ❢❡r♠é s✉r F✳ ❙♦✐t u ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧ ❞❡ A✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✷✾ ♦♥ ❛ d(u) = A ❝❛r A ∼=def F+✳ ❉❡ ♣❧✉s ϕ(u)
❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐♣♦t❡♥t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ K✳ ❆❧♦rs 〈ϕ(u)〉 ∼= F+ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✼✸✱
♦ù 〈ϕ(u)〉 ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❩❛r✐s❦✐ ❞❡ 〈ϕ(u)〉 ❡t ♦♥ ❛
F+ ∼= 〈ϕ(u)〉 ⊇ d(ϕ(u)) ⊇ ϕ(d(u)) = ϕ(A) ∼=
def F+.
❉✬♦ù✱ 〈ϕ(u)〉 = ϕ(A)✱ ✐✳❡✳ ϕ(A) s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ K✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❞✬❛♣rès
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹✳ ✕ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t C ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ C ❛❞♠❡t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ A ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K+✱ ♣♦✉r K ✉♥ ❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳
❆❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ G ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳
Pr❡✉✈❡ ✕
❊t❛♣❡ ✶ ✿ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r A 6 Z(C) ❡t ♦♥ ❛ G = Ag1 ...Agm✱ ♣♦✉r g1, ..., gn
❞❛♥s G✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ C ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t✱ ❛❧♦rs [C,UK(C)] ❡st ✉♥ UK✲❣r♦✉♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡
✭❋❛✐t ✷✳✷✾✮✳ ❙✬✐❧ ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ A 6 UK(C) 6 Z(C)✳ ❙✐♥♦♥ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ C✲♠✐♥✐♠❛❧ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r êtr❡ A✳
P♦s♦♥s S(A) = 〈Ag | g ∈ G〉✳ ❆❧♦rs S(A) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ♥♦r♠❛❧ ❞é✲
✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✱ ❡t ♦♥ ❛ S(A) = Ag1 ...Agm ✳ P✉✐sq✉❡ G ❡st s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
G = S(A) = Ag1 ...Agm ✳
❊t❛♣❡✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞✬❛✉✲
t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ G✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s D ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G × G✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ D = C × Cg✱
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ g ∈ G✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ Z(D) = Z(C)× Z(Cg)✳ P♦s♦♥s
U = 〈B 6 Z(D) | B ∼=def K+〉
❈♦♠♠❡ A×{1} 6 Z(D) ❡t A×{1} ∼=def K+✱ ❛❧♦rs U 6= 1✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t U = B1...Bs
❛✈❡❝ s ❝♦♥s✐❞éré ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ Bi+1 ∼=def K+✱ ♦♥ ❛ Bi+1∩(B1...Bi) = 1
♣♦✉r t♦✉t i = 1, .., s− 1✳ ❆❧♦rs
U = B1...Bs ∼=
def B1 × ...× Bs ∼=
def Ks+,
✶✸✷
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t U ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✉♥✐♣♦t❡♥t
s✉r K✳ ❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✱ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ U ✱ ❞é✲
✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à K+ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s
Γ = {B 6 Z(Dg) | B ∼=def K+, g ∈ G×G}
P✉✐sq✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈❛rt❡r s♦♥t ❝♦♥❥✉❣✉és ✭❋❛✐t ✶✳✺✻✮✱ ❛❧♦rs ❞❡ ❝❡ q✉✐
♣ré❝è❞❡✱ Γ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❋❛✐t ✶✳✶✼✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥t✐❡r k ✭♣r✐s s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞✮ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t (B1...Bm)k s♦✐t ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G×G✱ ♣♦✉r t♦✉t B1, ..., Bm ∈ Γ✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
U∗ = {(B1...Bm)
k | B1, ..., Bm ❞❛♥s Γ},
❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G×G✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t
U = {F ∈ U∗ | F ∩ (G× {1}) = 1, F ∩ ({1} ×G) = 1 ❡t rk(F ) = rk(G)};
❛❧♦rs U ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ❞❡ G×G✳
❙♦✐t F ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ U ❀ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s
p1 : F → G
(u, v) 7→ u
,
❡t
p2 : F → G
(u, v) 7→ v
❆❧♦rs ♦♥ ❛ rk(pi(F )) ≤ rk(G) ♣♦✉r i = 1, 2✳ ❖r F ∩({1}×G) = F ∩(G×{1}) = 1✱
❛❧♦rs ❧❡s ♥♦②❛✉① ❞❡ ❝❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s♦♥t tr✐✈✐❛✉① ❡t ♦♥ ❛ rk(F ) = rk(pi(F ))✱
i = 1, 2✳ P✉✐sq✉❡ rk(F ) = rk(G)✱ ♦♥ ❛ rk(G) = rk(pi(F )) ♣♦✉r i = 1, 2✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ G = pi(F ) ♣❛r ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ G✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ F
s✉r G s♦♥t s✉r❥❡❝t✐✈❡s✳ ❆✐♥s✐✱ F ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡
G✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ U s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡s ❞❡ G✳
❊t❛♣❡ ✸ ✿ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ U ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ G✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s α✱ ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G ❡t △α s♦♥
❣r❛♣❤❡✳ ◆♦t♦♥s △A✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ à A ❞❡ α✳ ❆❧♦rs △A ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✉ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r C × α(C) ❞❡ G×G ✭❝❛r A ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s
C✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ △A∼=def K+✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ △A∈ Γ ❡t △A6△α✳ ❈♦♠♠❡ G = Ag1 ...Agm ✱
❛❧♦rs G = (Ag1 ...Agm)k ❡t ♦♥ ❛
△α= (△Ag1 ... △Agm )
k.
P✉✐sq✉❡ △Agi∈ Γ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, ...,m✱ ♦♥ ❛ △α∈ U∗✳ ❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ rk(△α) =
rk(G)✱ ❛❧♦rs △α∈ U ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s
✶✸✸
❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ▲❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡
❞❡ G ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ 
Pré❝✐s♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st s❛♥s ❡s♣♦✐r ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
p > 0✱ ❝❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥✬❡st ♣❛s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳
❈❡ q✉✐ s✉✐t ❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●r❡❣♦r② ❈❤❡r❧✐♥✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✺✳ ✕ ✭❈❤❡r❧✐♥✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ❡t H
✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ G✳ ❙♦✐t A ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❞❡ G✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
{α ↾ A | α ∈ H}
❞❡ A ✈❡rs G✱ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ F ✳ ❆❧♦rs
❧❡ ❣r♦✉♣❡ H ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r♦✉♣❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞✬❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐s✲
s❛❜❧❡s ❞❡ G ❞♦♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r G ❡st ❛✉ss✐ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ H ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡
G✱ ❛❧♦rs H ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ t♦✉t ❝♦♠♠❡ s♦♥ ❛❝t✐♦♥ s✉r G✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ F ❡st ✐♥❞❡①é ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
✭s✐♥♦♥✱ ♦♥ ♣❛ss❡ à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✮ ❀ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s ✏❡st ❝♦♥t❡♥✉❡✑
♣❧✉tôt q✉❡ ✏❡st✑✳
❋✐①♦♥s n t❡❧ q✉❡ G ❡st ♣r♦❞✉✐t ❞❡ n ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡ A ✭❋❛✐t ✶✳✶✼✮✱ ❡t ♣♦s♦♥s
J = F ×Gn ×Gn
♦ùGn ❡st ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❞❡G✳ P♦✉r j = (f, g, h) ∈ J ✱ ♦ù g = (g1, ..., gn)
❡t h = (h1, ..., hn)✱ s♦✐t αj(x, y) ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
∃x1, ..., xn ∈ A
(
n∏
i=1
xgii = x &
n∏
i=1
f(xi)
hi = y
)
.
❙♦✐t J0 ⊆ J ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s j ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ αj(x, y) ❞é✜♥✐t ✉♥
❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ G✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r
H ⊆ {αj | j ∈ J0}.
❙♦✐t α ∈ H ❡t ♣♦s♦♥s f = α ↾ A✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ α à A✳ ❋✐①♦♥s g ∈ Gn t❡❧
q✉❡ G =
∏n
i=1A
gi ❡t ♣♦s♦♥s h = α[g]✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t j = (f, g, h)✱ ♥♦✉s ❛✣r♠♦♥s
q✉❡ αj = α✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
αj(x, y) ⇔ ∃x1, ..., xn
(∏n
i=1 x
gi
i = x &
∏n
i=1 α(xi)
α(gi) = y
)
⇔ ∃x1, ..., xn (
∏n
i=1 x
gi
i = x & α(
∏n
i=1 x
gi
i ) = y)
⇔ α(x) = y

✶✸✹
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✻✳ ✕ ✭❈❤❡r❧✐♥✮ ❙♦✐❡♥t G ✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②
✜♥✐✱ ❡t C ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❈❛rt❡r ❞❡ G✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ UK(C) 6= 1 ♣♦✉r K ✉♥
❝♦r♣s ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ③ér♦✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❡ G ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❛♥s G✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ s♦♥ ❛❝t✐♦♥ s✉r G✳
Pr❡✉✈❡ ✕ ❙♦✐tA 6 C ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡
à K+✱ ❡t ♣♦s♦♥s
B = {B 6 A× C | B ∼=def K+}
B1 = {B
(1,g) | B ∈ B, g ∈ G (❛❧♦rs (1, g) ∈ A×G)}
❉✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸ B ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡✱ ❞♦♥❝ B1 ❛✉ss✐✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s α ↾ A✱
♣♦✉r α ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à B1✳
❙♦✐t β = α ↾ A ❛✈❡❝ α ✉♥ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ G✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ β
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r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✳ ❏✳ ❆❧❣❡❜r❛ ✷✽✶ ✭✷✵✵✵✮✱ ✶✶✽✕✶✺✷✳
❬✸✸❪ ❇✳ P♦✐③❛t✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦❞❡st❡s r❡♠❛rq✉❡s à ♣r♦♣♦s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♥❛t✲
t❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t s✉r♣r❡♥❛♥t ❞❡ ♠♦♥s✐❡✉r ❋r❛♥❦ ❖❧❛❢ ❲❛❣♥❡r✳ ❏✳ ❙②♠❜♦❧✐❝
▲♦❣✐❝ ❱♦❧✳ ✻✻✱ ◆♦✳ ✹ ✭❉❡❝✳✱ ✷✵✵✶✮✳
❬✸✹❪ ❇✳ P♦✐③❛t✳ ●r♦✉♣❡s st❛❜❧❡s✳ ◆✉r ❆❧✲♠❛♥t✐q ❲❛❧✲▼❛✬r✐❢❛❤✱ ✶✾✽✼✳
❬✸✺❪ ❊✳ ❉✳ ❘❛❜✐♥♦✈✐❝❤✳ ❉❡✜♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ✐♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② r✐❝❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
s②st❡♠s✳ ◗▼❲ ▼❛t❤s ◆♦t❡s✱ ✶✹✳
✶✸✽
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❬✸✻❪ ❏✳ ❙✳ ❘♦❜✐♥s♦♥✳ ❆ ❈♦✉rs❡ ✐♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ●r♦✉♣s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ◆❡✇ ②♦r❦
❇❡r❧✐♥✱ ✶✾✾✸✳
❬✸✼❪ ❋✳ ●✳ ❚✐♠♠❡s❢❡❧❞ ✳ ❆❜str❛❝t r♦♦t s✉❜❣r♦✉♣s ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ▲✐❡✲t②♣❡✳
❇✐r❦❤ä✉s❡r ✈❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✶✳
❬✸✽❪ ❋✳ ❖✳ ❲❛❣♥❡r✳ ◆✐❧♣♦t❡♥t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❈❛rt❡r s✉❜❣r♦✉♣s ✐♥ ❘✲st❛❜❧❡✲
❣r♦✉♣s✳ ❆r❝❤✳ ▼❛t❤✳ ▲♦❣✐❝ ✸✸ ✭✷✵✵✹✮✱ ✼✺✸✕✼✼✸✳
❬✸✾❪ ❋✳ ❖✳ ❲❛❣♥❡r✳ ❋✐❡❧❞s ♦❢ ✜♥✐t❡ ▼♦r❧❡② r❛♥❦✳ ❏✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ ▲♦❣✐❝✱ ✻✻ ✼✵✸✲✼✵✻✱
✷✵✵✶✳
❬✹✵❪ ❏✳❆✳ ❲♦❧❢✳ ❙♣❛❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❛t✉r❡✳ t❤✐r❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ P✉❜❧✐s❤ ♦r P❡r✐s❤✱
✶✾✼✹✳
❬✹✶❪ ❇✳ ■✳ ❩✐❧❜❡r✳ ❙♦♠❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡♦r② ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s ♦✈❡r ❛❧❣❡❜r❛✐✲
❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞s✳ ❈♦❧❧♦q✳ ▼❛t❤✳ ✹✽ ✭✶✾✽✹✮✱✶✼✸✕✶✽✵
✶✸✾
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✶✹✵
❚✐tr❡ ✿ ➱t✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
❘és✉♠é
❈❡tt❡ t❤ès❡ tr❛✐t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ r❛♥❣ ❞❡
▼♦r❧❡② ✜♥✐ ❡t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ② ét❛❜❧✐ss♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✉① K✲❣r♦✉♣❡s ❀ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té s✉r ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❡st ❞r❡ssé❡ ❡t ♣❡r✲
♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲❡✈✐ s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ❞❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② ✜♥✐✱ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❡t ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ SL2(K) s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡ V ♦ù K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ➚ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s s♦✉s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱
q✉❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡② rk(V ) ❞❡ V ❡st ♣❛✐r ❡t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ rk(K)✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s s♦✉s
q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥✐❧♣♦t❡♥t s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t
❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❧❡ q✉♦t✐❡♥t G/Z(G) ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞✬✉♥ K∗✲❣r♦✉♣❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳
▼♦ts✲❝❧és ✿ r❛♥❣ ❞❡ ▼♦r❧❡②✱ K✲❣r♦✉♣❡✱ K∗✲❣r♦✉♣❡✱ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▲❡✈✐✱ ❞é✜✲
♥✐ss❛❜❧❡✱ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✳
❚✐t❧❡ ✿ ❖♥ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥✐t❡ ▼♦r❧❡② r❛♥❦ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s
❆❜str❛❝t
❚❤✐s t❤❡s✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s t❤❛t ♠❛② ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✜♥✐t❡ ▼♦r❧❡②
r❛♥❦ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ K✲❣r♦✉♣s ❀
✇❤✐❧❡ ❛ ❧✐♥❡❛r✐t② st✉❞② ♦♥ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ✐s ❞r❛✇♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡
t♦ ▲❡✈✐ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣s✳ ◆❡①t✱ ✐♥ ❛ ✉♥✐✈❡rs ♦❢ ✜♥✐t❡ ▼♦r❧❡② r❛♥❦✱
✇❡ st✉❞② ❛ ❞❡✜♥❛❜❧❡ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ SL2(K) ♦♥ ❛♥ ❝♦♥♥❡①❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣ V ✱ ✇❤❡r❡ K
✐s ❛♥ ❞❡✜♥❛❜❧❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ✉♥❞❡r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ▼♦r❧❡② r❛♥❦ ♦❢ V ❞❡♥♦t❡❞ rk(V ) ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ rk(K)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡
❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❣r♦✉♣ G ♦✈❡r ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧②
✜❡❧❞ ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✱ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t G/Z(G) ✐s ❞❡✜♥❛❜❧② ❧✐♥❡❛r✳
❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❛ss②♠♣t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞❡✜♥❛❜❧❡ ❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❛
s✐♠♣❧❡ K∗✲❣r♦✉♣ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡✳
❑❡②✇♦r❞s ✿▼♦r❧❡② r❛♥❦✱K✲❣r♦✉♣✱K∗✲❣r♦✉♣✱ ▲❡✈✐ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ❞❡✜♥❛❜❧❡✱ ❞❡✜♥❛❜❧②
❧✐♥❡❛r✱ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡✳
